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DEAMBULAR AMB TRAJECTORIES D'EQUACIONS
EN DERIVADES PARCIALS ESTOCASTIQUES

MEMORIA LLEGIDA PER L’ACADEMICA ELECTA
Dra. MARTA SANZ-SOLE

A l'acte de la seva recepcio del dia 17 de gener de 2019

Preambul

Excellentissim Senyor President,
Excellentissims Senyores i Senyors Academics,
Senyores i Senyors:

Considero un gran privilegi entrar a formar part de la Reial Academia de Ciencies
i Arts de Barcelona i, per aixo, vull comengar agraint a ’Académia ’honor i distinci6
que m’atorga. Igualment vull donar les gracies als companys académics que van pensar
i materialitzar la proposta que fa possible el meu ingrés. Avui sento una gran satisfacci6
de poder adregar-me a tots vostes fent-ne el discurs preceptiu.

Institucions com aquesta Academia, amb més de 250 anys d’historia, proporcionen
estructures valuoses per al conreu de la ci¢ncia i la seva difusié. Accepto amb plaer el
compromis de contribuir al desenvolupament d’aquests objectius en el si d’un collectiu
que incideix i té un impacte directe en la nostra societat.

El meu camp d’especialitzacié és la teoria de la probabilitat, ’area de les matemati-
ques que es dedica al'estudi dels fendmens aleatoris. El meu interés per aquesta materia
ve de molt lluny, quan estava fent el darrer curs de la llicenciatura en matematiques a
la Universitat de Barcelona, la meva alma mater. En aquell temps era molt freqiient
parlar de les matematiques com les ciéncies exactes. Mai no m’ha agradat aquesta deno-
minacid perque em suggereix la idea equivocada que les matematiques consisteixen en
un conjunt de teories rigides, amb poc espai per a I'especulacié, I'evolucié i I'expansid.
Per aix0, potser guiada pel subconscient, em vaig deixar seduir pel camp de les mate-
matiques més allunyat de la noci6 d’exactitud. El fet que qiiestions tan simples com el
problema de lagulla de Buffon, plantejat per Leclerc (comte de Buffon), el segle X VIII,
tinguin diverses solucions, totes correctes, em va captivar. Més endavant, ’atraccié per
les paradoxes es va anar transformant en afany de comprendre el paper que juga I'atzar
en les ciencies, per exemple, en la mecanica quantica, i en determinacié per a contribuir
ala recerca en probabilitats.
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Eduard Bonet i Guiné em va guiar en els primers petits plaers de la probabilitat.
Ocorregué el curs 1973-1974, en una assignatura optativa sobre processos estocastics. L’E-
duard havia passat un temps a Parfs, al Laboratoire de Probabilités, una institucié de
referéncia dirigida aleshores pel professor Robert Fortet. El Laboratoire era, i ho va
continuar sent durant molts anys, el centre de probabilitats més important d’Europa,
sense comptar els de 'antiga Unié Sovietica. Quan va tornar a Barcelona, 'Eduard
portava damunt les espatlles tanta ciencia fresca com llibertat, entusiasme i moderni-
tat. Ens va saber transmetre que és fer recerca, ens va introduir en els fonaments d’'una
teoria incipient que més tard va revolucionar les probabilitats, 'analisi estocastica, i ens
va obrir portes de contacte amb l'estranger. ks en aquest escenari que vaig coneixer Da-
vid Nualart, que més tard fou el director de la meva tesi doctoral. A ell, també membre
d’aquesta Acadeémia, li dedico un agraiment especial.

Em sento afortunada per haver tingut la possibilitat de participar en experienci-
es que abasten aspectes molt diversos de la professié. Docencia, investigacid, comites
editorials, cientifics i d’avaluacié, jurats de premis, societats cientifiques, etc., en sén
algunes d’elles. Tot aixd ha anat forjant la cientifica que soc avui, i em porta a expressar
una immensa gratitud. No em veig capag, sense cometre oblits, denumerar les opor-
tunitats, activitats i, sobretot, persones que han influit positivament en la meva vida
professional, per a deixar la constancia individualitzada que es mereixen. Aquelles
collaboracions cientifiques que més maduresa i seguretat m’han aportat, juntament
amb la gran joia dels petits descobriments, ocuparien un lloc prominent a la llista.
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1. INTRODUCCIO

Entendre el mén que ens envolta, des de les coses més senzilles a les més sofisticades
i criptiques, ha estat un anhel constant de la humanitat. Una foto instantania de la
realitat que observem proporciona una visié més reduida que la d’una ratxa, perque
lexperiéncia ens demostra que el filosof Heraclit tenia rao: “panta rhei” (‘tot flueix’).
Per aixo la modelitzacié i estudi de fendomens evolutius ocupa una bona part dels ob-
jectius cientifics de moltes disciplines.

Per les seves caracteristiques, en els fenomens complexos resulta dificil establir ex-
pressions matematiques relativament simples i tractables que prediguin exactament la
relacié entre les causes i els efectes observats. Sovint la complexitat va acompanyada,
0 és una expressid, de la incertesa. Davant la manca de coneixement absolut, ¢és a dir,
enfront de la incertesa, diem que en les observacions hi intervé I'atzar (o la sort), o que
corresponen a fenomens aleatoris.

La teoria de la probabilitat és el camp de la matematica que estudia Ialeatorietat. El
concepte basic per a tractar mitjangant nombres els fendmens aleatoris son les variables
aleatories. Es defineixen com a aplicacions X : 2 — R, on € és el conjunt de
resultats possibles de I'experiencia aleatoria i R és el conjunt dels nombres reals. Per
tant, 'evolucié d’un fenomen aleatori al llarg del temps es pot descriure mitjangant una
familia de variables aleatories indexades, en moltes situacions, pels nombres naturals
o els reals. Aixd condueix al concepte fonamental de procés estocastic o aleatori, que és
una familia X = {X;,t € I}, on cada X; és una variable aleatdria i / és el conjunt
d’indexs. La teoria dels processos estocastics o aleatoris proporciona les eines per a la
modelitzacié i I'analisi de fendmens aleatoris evolutius.

En un escenari estatic, les variables aleatories que formen un procés estocastic (d’ara
en endavant, procés) sén identiques i independents, en el sentit que descriuen exacta-
ment la mateixa situaci6 i no hi ha cap relacié de casualitat entre elles. Aquest és 'exem-
ple més senzill de procés, perd també el més restrictiu i amb menys recorregut i interes
en el context de la modelitzacié de fenomens evolutius. En la teoria dels processos es-
tocastics s’introdueixen tipus generics de dependéncies aleatories entre les variables,
que donen lloc a classes de processos molt interessants tant des del punt de vista teodric
com per a les aplicacions. Ens referim, per exemple, a les martingales o als processos de
Markov.

En el context de la modelitzacid, la nocié de trajectoria d’un procés és fonamental.
Com es fa pales en la definicid, en un procés X" hi ha dos arguments: l’atzar, que desig-
nem w, i pertany a {2, i el zemps, que designem ¢ i pertany a I. Si fixem ¢, obtenim una
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variable aleatoria, X; si fixem w obtenim una funcié definida sobre I que sanomena
trajectoria:
X(w): I —R.

Les trajectories d’un procés poden ser funcions continues o diferenciables, o funcions
mancades de regularitat.

Levolucié de molts fenomens fisics, biologics, quimics, sociologics, economics,
etc., es descriuen i sentenen amb I'ajut d’equacions diferencials o en derivades parcials.
Per exemple, la distribucié al llarg del temps de la temperatura en una barra de metall,
idealment unidimensional i infinita, que, inicialment, pren el valor d’'una unitat en un
punt de la barra, es descriu amb l'equacié en derivades parcials anomenada de difusid
o de la calor, que té I'expressi6

0uf(t,) — 50 (1,2) =0, (1,7) € (0,00) X R,
f(0,2) = dp(z), z € R, (L1)

on f(t, x) designala temperaturaen el punt z al'instantt, 16y () ésla mesura de Dirac
en zero. Lequaci6 estableix una regla d’evolucié a nivell infinitesimal de la temperatura
respecte als arguments rellevants: espai i temps.

En aquesta memoria els objectes d’interes sn les trajectories de processos estocas-
tics que s'obtenen com a solucions d’equacions en derivades parcials estocastiques. La
diferencia entre aquest concepte i el dequacié en derivades parcials (determinista) rau
en la presencia de components aleatoris, ja sigui en la condicié inicial, en I'operador
diferencial, o en termes especifics de I'equacié. Per exemple, transformant (1.1) en una
equaci6é no homogenia , amb un segon terme definit per un procés aleatori F(t,z),
sobté una equacié de la calor estocastica (vegeu (5.26)). En aquest cas, F'(t, z), anome-
nat soroll aleatori, pot representar la suma d’una serie d’impulsos aleatoris i indepen-
dents que pertorben la dinamica de 'equacié de la calor. Pel teorema del limit central,
convenientment normalitzats, la suma d’impulsos es representa mitjangant un procés
gaussia.

Sovint, les trajectories de les solucions d’equacions o sistemes d'equacions en deri-
vades parcials estocastiques sén molt irregulars. Aquest és el cas si el soroll aleatori és
similar a un moviment brownia o a generalitzacions d’aquest procés. Daqui ve l'inte-
res de plantejar-se la qiiestié que formulem tot seguit, i les dificultats que es presenten
en la seva analisi.

Problema de les probabilitats de sojorn: Es fixa una regid A de lespai de les trajectories
de sistemes d’equacions en derivades parcials estocastiques. Com es pot quantificar la
probabilitat que les trajectories sojornin a A?
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Per un dels processos més populars, el moviment brownia, el problema sorgeix en
el marc de la teoria probabilista del potencial i esta relacionat amb les nocions de recur-
réncia i transitorietat associades a la propietat de Markov. Com els noms suggereixen,
la recurrencia indica estar-se temps, mentre que la transitorietat significa passar de llarg.

Els resultats entorn del problema de les probabilitats de sojorn proporcionen infor-
maci6 detallada sobre nocions fractals associades a les trajectories i, en general, ajuden
aentendre la seva complexitat geometrica.

Aquesta memoria es dedica a I'estudi del problema de les probabilitats de sojorn.
S’introdueixen les eines necessaries per a abordar-lo, es presenten alguns resultats gene-
rals i sapliquen a exemples fonamentals: les equacions estocastiques de la calor, d'ones
i de Poisson. Lelecci6 del tema sexplica per la confluéncia de dues arees de recerca en
analisi estocastica molt actives, a les quals m’he dedicat durant molts anys: les equaci-
ons en derivades parcials estocastiques i el calcul de Malliavin. La discussié sarticula al
llarg de set seccions el contigut de les quals passem a descriure.

A lasecci6 2, es dona la formulacié matematica del problema de les probabilitats de
sojorn i es fixa un significat a lexpressié “quantificar la probabilitat que les trajectories
sojornin a A”. La quantificacié es fa mitjangant dos conceptes matematics, la capacitat
newtoniana ila mesura de Hausdorff, que capten la forma ila grandaria del conjunt A.
Es discuteix 'enunciat del problema en el context historic dels processos de Markov i
sexpliquen quins s6n els nous reptes que sorgeixen en considerar sistemes d’equacions
en derivades parcials estocastiques.

La secci6 3 es dedica a I'exposicié de resultats classics sobre les probabilitats de so-
jorn per a processos fonamentals, com el moviment brownia, els processos a-estables
i la superficie browniana.

A la secci6 4, basant-se en [1] i, sobretot, en [5], es presenten uns criteris generals
sobre processos multidimensionals que proporcionen fites superiors i inferiors pera
les probabilitats de sojorn. Es distingeixen dues classes de processos: els gaussians i els
que, tot i no ser gaussians, tenen densitats univariants i bivariants.

A continuacié es volen aplicar els resultats de la seccié 4 a sistemes dequacions
en derivades parcials estocastiques. A la seccié s, que és independent de la resta de la
memoria, es fa una introduccié a aquestes equacions. El lector interessat a aprofundir
més en el tema pot consultar [8], [20], [27] i [30].

Una vegada s’ha preparat el terreny, a la secci6 6 sapliquen els criteris exposats a la
seccié 4 a sistemes d’EDPE lineals de la calor, d’ones i de Poisson. Les seves solucions
s6n exemples de processos gaussians. Els resultats exposats es basen en [3], [5]1[28].

A la secci6 7, sestudien les probabilitats de sojorn per a sistemes ’EDPE no line-
als de la calor i d’ones, aplicant novament els criteris generals presentats a la seccié 4.

327



Els resultats que es presenten es troben a [4] i [6]. Comparant amb els casos tractats
anteriorment, aixd comporta passar del cas gaussia al cas no gaussia. Les eines que fan
possible la comprovacié de les condicions suficients dels criteris formen part del cos
teoric conegut amb el nom de calcul de Malliavin. Una part de la seccié es dedica a fer
una breu introduccié d’aquesta teoria (vegeu [25] i [27] per a més informacio).

La memoria acaba amb un breu recopilatori de les definicions de capacitati mesura
de Hausdorff i d’alguns resultats fonamentals entorn d’aquests dos conceptes.

Conscient del caracter molt especialitzat del tema de la memoria, la presentacié
en la forma del discurs se centrara en les motivacions del problema que s’hi analitza,
les idees generals que s'utilitzen i el significat i impacte dels resultats en el context de
'analisi estocastica.

328



2. DESCRIPCIO DEL PROBLEMA

Un problema classic en la teoria probabilista del potencial és el segiient. Conside-
rem un conjunt mesurable A € B(R?) i un conjunt aleatori, que és una aplicacié
K : Q — B(R?). Es volen obtenir condicions sobre A perque la probabilitat de la
intersecci6 del conjunt aleatori K amb el conjunt determinista A no sigui zero. Es a
dir, perque es compleixi

P{weQ: K(w)NA#0}#0. (2.2)

Les condicions sobre A sexpressen mitjangant conceptes de teoria geometrica de la
mesura, com la capacitat o 1a mesura de Hausdorff. Sén conceptes que donem a les
les definicions 8.1 8.2, respectivament. La propietat (2.2) es dedueix a partir de fites
superiors i inferiors de P{w € Q : K(w) N A # (}.

Concretament, interessa demostrar resultats com ara

cCapy (A) SPlw e Q: K(w)NA# D} < CHg,(A),
obé
cCapy (A) <P{lw e Q: K(w)NA# D} < C Capy (A),

on ¢iC' son constants positives i finites, 51, 52 € (0,d) i Capy(A), Hp(A) denoten
la capacitat i la mesura de Hausdorft, respectivament, en dimensié (5.

Els camps aleatoris proporcionen exemples rellevants de conjunts aleatoris. Un
camp aleatori, definit en un espai de probabilitat (2, F,IP), és un procés aleatori mul-
tidimensionalv = {v(x),z € R™},0on, peracadaz € R™, v(z) ésun vector aleatori
v(x) : Q — R Aleshores, es pot fixar un conjunt I € B(R™) i considerar el rang
de v restringit a 1, és a dir, el conjunt aleatori

Kw)=v(I)(w) ={v(z)(w):x €I}
En aquesta situaci6, 'expressié
P{we Q:v(l)(w)NA#0D}, (2.3)

és la probabilitat que les trajectories del procés v, restringides al conjunt I, visitin el
conjunt A. En altres paraules, (2.3) mesura les possibilitats que té el conjunt A de ser
visitat per les trajectories del procés. Sanomena probabilitat de visita de v a A o, abreu-
jadament, probabilitat de sojorn. En la terminologia anglesa, bitting probabiliry.
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Les trajectories dels camps aleatoris sén erratiques i, en molts exemples interessants
de camps aleatoris a temps continu, sén forga irregulars; per exemple, no sén funcions
diferenciables. Per aixo les tecniques classiques de Ianalisi o la geometria que sovint
utilitzen el concepte de derivada no sén aplicables. En particular, és convenient mesu-
rar la grandaria del conjunt de visita, A, amb mesures que sén més sensibles a la seves
forma i massa que la mesura de Lebesgue. Aquestes sén les raons per les quals algunes
nocions i eines utilitzades en la teoria dels fractals resulten molt adequades en I'estudi
de les probabilitats de sojorn.

Els processos de Markov tenen un paper fonamental en la teoria dels processos
estocastics. Per a aquesta classe de processos, tota la historia fins a un instant ¢ es troba
resumida en aquest instant. Es diu que no tenen memoria. Unes de les nocions més
estudiades en aquests processos son la recurréncia i la seva oposada, la transitorietat.
Intuitivament, un conjunt A és recurrent per un camp aleatori v si les seves trajectories
el visiten una infinitat de vegades. Per als processos de Markov aquests conceptes es
poden definir rigorosament i és clar que han d’estar relacionats amb les probabilitats
de sojorn.

A banda de la forma i de la grandaria del conjunt A, la dimensié del camp aleatori
(d), 1 també la del conjunt d’indexs I (m) influeixen en els resultats sobre les proba-
bilitats (2.3). Per a illustrar-ho recordem els resultats sobre recurréncia i transitorietar
de punts en un dels exemples més fonamentals de processos de Markov: les passejades
aleatories.

Una passejada aleatoria en Z, simetrica, és un camp aleatori (X,,,n > 0) a valors
en Z%, de manera que, si X,, = 4,ambi € VA Xnt1=173,7€ Z%, amb probabilitat

_ 2%7 si |Z —J | =1,

Pij =
0,  altrament.
Es a dir, independentment de Pinstant n, les transicions del sistema representat per
(X, n > 0) es fan tinicament a estats adjacents (|i — j| = 1) i amb la mateixa pro-
babilitat 2%. Es conegut que, per als valors d = 1,2, els punts de 7% sén recurrents,
mentre que perad > 3 s6n transitoris. Aquests resultats estan d’acord amb la intuicié:
com més gran sigui d, més llibertat tindra el sistema per a abandonar una determinada
posicié per sempre més.

La formulacié rigorosa del concepte de recurréncia per camps aleatoris a temps
continu és complexa. Una definicié podria ser la segiient: un punt z € R?és recurrent
per a un camp aleatori (X;, ¢ > 0) si pera tot€ > 0, amb probabilitat 1, el conjunt

{t>0:]X; — x| <e}
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no és fitat. Aquesta condicié expressa que qualsevol bola centrada en , per petita que
sigui, sera visitada per les trajectories de X moltissimes vegades. Per a processos de
Markov la noci6 de recurréncia es dona seguint aquesta idea.

Partint de la discussié anterior no és sorprenent que, en els seus inicis, la teoria
del potencial probabilista es desenvolupés en relacié amb els processos de Markov. En
donarem exemples illustratius en la seccié segiient i, per a més informaci, adrecem el
lector a [11], [13] i [17]. Actualment, el ventall de resultats abasta molts altres exemples
de processos. En aquesta memoria ens ocuparem especificament de camps aleatoris
que provenen d’evolucions estocastiques.

Alllarg de les dltimes dues decades hi ha hagut un interes notable i molta activitat
cientifica al voltant de les equacions diferencials i en derivades parcials estocastiques.
Les solucions de sistemes d’aquestes equacions proporcionen exemples molt interes-
sants de camps aleatoris, en particular, per a I'analisi de problemes relatius a la teoria
probabilista del potencial. Aixd ha donat un nou impuls a aquesta area de les matema-
tiques.

Els nous reptes que es presenten provenen, entre d’altres, de 'abséncia, en general,
de la propietat de Markov, del caracter anisotrop de molts models interessants i del
desconeixement de la forma explicita de la llei dels vectors del camp aleatori. En aquest
context, el concepte d’anisotropia saplica a camps aleatoris tals que les seves propietats
geometriques i probabilistes depenen de les direccions en I'espai de parametres.
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3. ALGUNS RESULTATS CLASSICS

En aquesta secci6 presentem els resultats pioners sobre probabilitats de visita de camps
aleatoris a conjunts deterministes.

D’ara en endavant eliminarem la referéncia a 'argument aleatori w i escriurem sim-
plement

P{v(I) N A # 0} (3.4)

en comptes de

P{w e Q:v(I)(w)NA#0D}.

3.1 Fer diana amb el moviment brownia

El primer resultat sobre probabilitats de sojorn es refereix al moviment brownia i és
degut al matematic japones Shizuo Kakutani.

Recordem que un procés aleatori X = {X;,t € I} és gaussia si qualsevol sub-
conjunt de variables aleatories del procés és un vector aleatori amb llei normal multi-
dimensional. En particular, cada X, té una llei normal.

Un moviment brownia d-dimensional és un procés estocastic:

B={B,=(B},....B}),t€(0,0)},

tal que els processos components, { B}, t € (0,00)},7 =1,...,d, sén independents
i cadascun d’ells és un moviment brownia (unidimensional), és a dir, un procés gaussia
que compleix:

1. By = 0, quasi segurament (q. s.),
2. té trajectories continues,
3. téincrements independents,

4. els increments By — B, 0 < s < t, s6n variables aleatdries amb llei normal

N(0,t —s).

Les trajectories del moviment brownia no sén diferenciables en cap punt (q. s.) i, per
tant, sén molt irregulars.

332



A continuacié donem el resultat de Kakutani ([15]).

Teorema 3.1 Sigui B un moviment brownia d-dimensional. Aleshores, per a tot conjunt
compacte A C R tal que 0 ¢ A, es compleix

P{B(Ry)NA#0} >0« Cap, ,(A)>0. (3.5)

Un conjunt A sanomena polar per a un camp aleatori v si la probabilitat de visita
P(B(R.) N A £ 0}

és zero, i no polar, si és estrictament positiva. La nocié de polaritat esta relacionada
amb l'existencia de solucié maximal en equacions en derivades parcials elliptiques.

Del teorema 3.1, es dedueix que, pel moviment brownia, un conjunt A és polar si i
noméssi Cap, ,(A) = 0. A més, per la definicié de capacitat newtoniana, resulta que
Cap, ({zo}) = 1 pera 8 < 0, don sobté que els conjunts formats per un sol punt
de R™ (anomenats també singletons) sén polars si i només si d > 2. En particular,
les trajectories d’'un moviment brownia d-dimensional fan diana en punts fixos amb
probabilitat positiva si i només sid = 1. Com s’ha comentat abans, aixo és coherent
amb la intuicié: en processos amb trajectories molt irregulars, com més alta sigui la
dimensié d i, per tant, superiors els graus de llibertat del sistema que representen, més
petites son les possibilitats de fer diana en un punt.

3.2 Fer diana amb camps aleatoris a-estables

El moviment brownia fou estudiat extensament pel matematic frances Paul Lévy (1886-
1971) (vegeu, per exemple, [19]); té la propietat de Markov i forma part d’una classe més
amplia de processos estocastics coneguts amb el nom de processos de Lévy. Un camp
aleatori d-dimensional

{Xi = (X},....X{") ,t €(0,00)},
és un procés de Lévy si es compleix:
I. X() = O, q-S.
2. té increments independents,

3. téincrements estacionaris, ésadir, pera0 < s < ¢,lallei de X; — X coincideix
amb la llei de la variable aleatoria X, — X 45, peratoth > 0.
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4. és continu en probabilitat:
ImP{| X, — X;| > €} =0
s—t

peratott > 0ie > 0.

La propietat d’increments independents implica que els processos de Lévy s6n proces-
sos de Markov.

Entre els processos de Lévy cal destacar els isotrops i av-estables, on avés un parametre
que pertany a l'interval (0, 2]. Pera o = 2, és el moviment brownia. El qualificatiu
isotrop significa que les propietats del procés sén invariants per rotacions. La funcié
caracteristica de la llei d’un vector aleatori a-estable té I'expressié

E[e4%] = e 2", ¢ e RY, (3:6)

i la identifica.
Lany 1955, Henry McKean va demostrar la generalitzacié segiient del teorema de
Kakutani (vegeu [23]).

Teorema 3.2 Sigui X = {X(t),t > 0} un camp aleatori de Lévy d-dimensional,
isotrop i av—estable. Aleshores, per a tot conjunt compacte A C RY ral que 0 ¢ A, es
compleix

P{X(Ry)NA#0} >0« Cap, ,(A)>0.

De manera analoga a com es va indicar en el cas del moviment brownia, aquest resultat
ens permet caracteritzar els conjunts polars per a X com aquells pels quals Cap, _ (A)
és zero, i els conjunts formats per un sol punt de R™ sén polars siinoméssid > .

Cal destacar que les demostracions dels dos teoremes que hem enunciat més amunt
es basen en estimacions sobre expressions definides a partir de (3.6) i en la propietat de
Markov. En camps aleatoris que sén solucions d’equacions diferencials o en derivades
parcials estocastiques, no es pot esperar tenir un coneixement tan explicit de les lleis,
com és el cas dels exemples anteriors.

3.3 Lasuperficie browniana

La superficie browniana és una generalitzacié del moviment brownia. Es defineix com
un procés gaussia:

W= {W(z) = (W'(z),.... W),z € R"},
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tal que totes les variables del procés tenen valor mitja zero, i la covariancia entre els
components de dues variables és

E (Wl(x)W](y)) = 0, ;11" min(zy, y;).

Sim = 2, és habitual que W sanomeni drap brownia.

A partir d’aquesta expressié veiem que els components de W' sén variables aleato-
ries independentsique, sim = 1, W és un moviment brownia. Més endavant veurem
que W es pot interpretar com la solucié d’un sistema d’equacions en derivades parcials
estocastiques. Per aixo, i com a preludi del que desenvoluparem en seccions posteriors,
presentem el segiient resultat, que generalitza el teorema 3.1.

Teorema 3.3 (/16][Theorem 1.1]) Fixem un rectangle de R™,
I = [ahbl] X X [ama bm]7

amb (0 < a < by <oo,l =1,....,m,i M > 0. Aleshores existeixen constants
positives ¢, C, que depenen de m, d, I, M tals que, per a tot conjunt compacte A C
[_M M ]1

CCap,_ o, (4) SB{W(I) N A A0} < CCap,y, (A).

Aquest teorema ens diu que, per al drap brownia, els singletons sén polars si i no-
méssid > 2m.

3.4 Algunes conseqiiencies

Possiblement, la dimensié de Hausdorft' d’un conjunt A (vegeu la definicié 8.3) sigui
un concepte més conegut que la capacitat de Newton. Amb resultats com el del teo-
rema 3.2, i utilitzant el teorema de Frostman (teorema 8.4), es pot obtenir també in-
formacié sobre la polaritat d’'un conjunt a partir de condicions sobre la dimensi6 de
Hausdorff. Per exemple, en el context del teorema 3.2, tenim,

dimg(A) > d—a = P{v(Ry)N A # (0} > 0 <= Anoéspolar perav.
dimp(A) <d—a = P{o(Ry)N A # (0} =0 <= Aéspolar perav.

Veiem que, en formular resultats sobre polaritat mitjangant la dimensié de Haus-
dorff i, en comparacié amb la capacitat, donem resultats menys complets. Aixi, en el
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cas anterior, si dimp (A) = d — o, no es pot decidir sobre la polaritat del conjunt A.

Els resultats sobre probabilitats de sojorn permeten endinsar-nos en el coneixement
de les propietats fractals del camp aleatori, com la dimensié de Hausdorft que hem es-
mentat més amunt o la dimensid d’empaquetatge (que no tractarem aqui). Per exemple,
en la referéncia [23] es prova que, per processos com el del teorema 3.2,

P{dimpv(R;) =aAd} =1,

és a dir, amb probabilitat 1, la dimensié de Hausdorff del rang del camp aleatori v és
exactament o A d.

Des de mitjans del segle passat la teoria probabilista del potencial s’ha desenvolu-
pat activament per a un ampli ventall de camps aleatoris. Abans hem fet referéncia
als processos de Markov i, en particular, a una classe de processos estables. Cal també
esmentar els resultats per a processos gaussians anisotrops, com el moviment brownia
fraccionari, o per als superprocessos (processos que prenen valors en espais de mesu-
res). Adrecem el lector a [32] i [26] per a més informacid.

336



4. FITES PER A LES PROBABILITATS DE SOJORN

Al llarg d’aquesta secci6, A és un conjunt de Borel de R™ (A € B(R?)), i I un sub-
conjunt compacte de R™ amb mesura de Lebesgue positiva. L'objectiu és donar con-
dicions suficients per a I'obtencié de fites superiors i inferiors de I'expressi6

P{v(I) N A # 0}

en termes de la mesura de Hausdorft i de la capacitat de Newton, respectivament, del
conjunt A.

4.1 Camps aleatoris gaussians

Donat un camp aleatori gaussid v = {v(x), z € R™}, es defineix una distancia mit-
jangant la noci6 de métrica canonica

dQ(Ia y) =E (‘U(‘T) - U(y)|2) , T,y € R™. (4.7)

En aquesta seccié suposarem que v = {v(z), x € R™} és un camp aleatori gaus-
sia, centrat, amb components independents i idénticament distribuits i v(0) = 0.
Quan estudiem propietats que sén identiques per a cada component del camp aleato-

ri, ens concentrarem en la primera d’aquestes, v'.

Fixem nombres §; € (0,1),7 = 1,...,m, i definim una altra métrica:
p(z.y) =Y |z —wil™, x,y €R™ (4.8)
i=1

Introduim la condicié segtient, que es troba en [1]):
(C) Existeixen constants positives i finites ¢y, ¢, €3, ¢4, tals que
¢ < d*(z,0) = Var(v'(z)) < ca,peratotz € I, (4.9)
esp(,y)? < d*(z,y) < cap(x,y)?, peratotz,y € 1. (4.10)

La condicié (4.9) es compleix si les variables aleatories v' () tenen una llei normal no
degeneradaila funcié  — Var(v'(z)) és continua. Les desigualtats (4.10) estableixen
equivaléncia entre la metrica canonica i la definida en (4.8). Cal observar que p és
anisotropa, ja que els exponents d; poden ser diferents per als diversos valors de 4.
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El resultat seglient es troba en [1] (vegeu també [32, Theorem 7.6]). Es refereix a
camps aleatoris gaussians anisotrops com els que hem descrit al comengament d’aquest
apartat.

Teorema 4.1 Suposem que el camp aleatori v satisfa la hipotesi (C'). Suposem també

que d > 7 +. Aleshores, existeixen constants positives i finites ¢, C, que depenen
7

del,A,m,d, é;,1=1,...,m, tals que

CCdpd72y;1 L(A) § P{U(I) NA 7é @} S OHd_Z;ll L(A) (4.11)

5; %

Sid < Y, 5%, aleshores es pot demostrar que (4.11) és sempre cert (vegeu el
comentari que segueix a [32][ Theorem 7.6]).

En comparacié amb els resultats de la secci6 2, I'avantatge del teorema 4.1 és la seva
generalitat. Ara bé, el fet que la fita superior en (4.11) sigui expressada amb la mesura
de Hausdorff, en comptes de la capacitat newtoniana, deixa oberta I'analisi comple-
ta de la polaritat, tal com comentem tot seguit.

Del teorema 4.1, en deduim el segtient:

(2) SiHy_s-m 1 (A) = 0,aleshores A és polar per a v.

&

i

(b)Sid > Y7, L els punts de R? s6n polars per a v.
=135, ¢SP p p

(c)Sid < 37", +, els punts de R no sén polars per a v.

La propietat (a) és obvia, tenint en compte la fita superior de (4.11) i la definici6 de
conjunt polar.

Observem que, sid > Z:il 6%" de la definicié de mesura de Hausdorff es dedueix
que, per a tot punt 19 € R%, Hy s 1 ({xo}) = 0. Per tant, per a la fira superior

de (4.11), s’ha de complir que
P{o(I) N {we} # 0} =0,

i aix0 és equivalent a dir que {x¢} és polar.
. m 1 .., . .
Sid <., 5 per ladefinicié de capacitat newtoniana,

Cap, gy, 1 (o) = 1.

i
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De la primera desigualtat en (4.11) deduim que

P{o(1) N {o} # 0} > 0,

i, per tant, {2} no és polar.
Sense anim de ser massa precisos, podem dir que, si d és gran, els punts sén polars
per als camps aleatoris, i no ho sén si d és petit.
N N /e _xm 1y
Perd, que passa en el valor criticd = ) )" | 3. ¢ Enaquest cas,

Capy_yom | %({xo}) =0,

mentre quc
Hy s, i({%}) =1

Aleshores, les desigualtats (4.11) donen
0 < P{o(1) N {ao} £ 0} < 1,

que no proporciona cap informacié.
. (g xm 1 /
En alguns exemples es coneix si, en el valor criticd = 3 /| 7, els punts sén polars,
perd en molts casos és un problema obert. L’apartat 4.2 dona alguns resultats sobre
polaritat de punts per a valors critics.

A la secci6 6 veurem exemples d’aplicacié del teorema 4.1.

4.2 Polaritat de punts en la dimensid critica

A [7] es donen condicions suficients per a determinar la polaritat de punts per a pro-
cessos gaussians en el valor critic de la dimensié, d = ", 5%. Les idees utilitzades
s'inspiren en resultats de Talagrand, relatius al moviment brownia fraccionari, que els
autors estenen (en un sentit determinat) a processos gaussians més generals.

Abans de prosseguir, introduim una notacié. Donat un conjunt D C R™ie > 0,
definim D) com el conjunt de punts de R™ que es troben a distancia menor o igual
que €y de D. Per exemple, si D és l'estera centrada en zero i amb radir, D(€0) g Pesfera
centrada en zero i amb radi r + €.

Considerem un procés d-dimensional v = {v(x), € R™} gaussia, centrat, amb
components independents i identicament distribuits (i. i. d.) i també, un subconjunt
de lespai de parametres I, que és un conjunt compacte de R™. Suposem que aquest
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procés satisfa la fita superior de (4.10). Concretament,
[o(x) = v(W)|l 2 = [E (Jo(z) —v(y)|?)]
<C Z |z — v

i=1

peratotx,y € I. Suposem també que existeixen constants positives i finites ¢, ¢, i
€0 > 0 prou petit, tals que

3

, (4.12)

c; < Var (vl(az)) < ¢, (4.13)

peratotx € I(0),
A aquestes hipotesis, que ja hem trobat en la seccid 4.1, cal afegir les segiients:

1. ([7][Assumption2.1]) Perax,y € 1), amb | —y| prou petits, els increments
|v(x) = v(y) || L2() admeten una bona aproximacid mitjangant camps aleatoris
amb propietats properes a les d’increments independents.

2. ([7][Assumption 2.4]) Les covariancies del procés v tenen un grau de continu-
itat holderiana superior a la de les trajectories que es dedueix de (4.12).

Aleshores, d'acord amb [7][Theorem 2.6],sid = >, 5%, peratot z € RY
P{3x el :v(x)=2}=0, (4.14)

. , . S _xm 1
i, per tant, {2} és polar per a v en la dimensié criticad = )7 5.

4.3 Camps aleatoris generals

La demostraci6 del teorema 4.1 utilitza de manera susbstancial el fet que v és un procés
gaussia, com l'expressié de les distribucions en dimensié finita, i diverses propietats
daquesta classe de processos. Per tant, les possibles extensions a processos més generals
no sén obvies i demanen idees noves.

Com s’ha comentat abans, en la formulacié del problema de les probabilitats de
sojorn, el grau de regularitat de les trajectories ha de jugar necessariament un paper en
els resultats. D’altra banda, per a fer calculs sobre P{v(I) N A # 0}, es necessita tenir
algun coneixement sobre la llei de les variables aleatories (v(z), x € I).

En aquest apartat veurem que, efectivament, a partir de condicions quantitatives
sobre la regularitat de les trajectories del procés, i, suposant l'existencia de densitats i
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determinades propietats d’aquestes, es poden obtenir fites superiors i inferiors de les
probabilitats de sojorn similars a les del teorema 4.1. La descripcié precisa de les hipo-
tesis es troba en els teoremes 4.2 1 4.3 de més avall.

4.3.1  Fites superiors

Les condicions suficients per al'obtenci6 de fites superiors de les probabilitats de sojorn
son generalitzacions de la hipotesi (4.9) i de la fita superior de (4.10).

Proposicié 4.2 Fixem €q > 0 prou petit. Suposem que se satisfan les condicions segiients.

1. Existeixen 0; € (0,1), 1 = 1,...,m i Cy > 0, tals que, per a qualsevol
q € (1,00), z,y € 1<),

m q

E (Jo(z) —v(yl?) < C1 Z |z — ™ | - (4.15)

i=1

2. Peratotx € 10, el vector aleatori v(x) té densitat p,, i es compleix,

sup sup p.(z) < oo. (4.16)
z€Al€0) ze(c0)

Aleshores, existeix C > 0, per atorn € (0,d),

P{o(I)NA# 0} <CH,_s-m 1 (A). (4.17)

5

Abans de donar algunes idees sobre la demostracié d’aquest resultat, fem uns quants
comentaris.

a) Com en (4.10), la hipotesi 1 expressa el caracter anisotrop del camp aleatori v.

b) Per a camps aleatoris gaussians, els moments d'ordre ¢ > 2 s6n equivalents als mo-
ments d’ordre 2, en el sentit que els primers estan fitats superiorment i inferiorment
pels segons, amb factors positius coneguts. Aquest fet és un cas particular de l'anome-
nada propietar d’hipercontractivitat. Per tant, en el cas gaussia, la fita superior de (4.10)
és equivalent a (4.15).

D’altra banda, la condici6 (4.15) esta relacionada amb el grau de regularitat de les
trajectories de v. En efecte, prenent la versi6 del criteri de continuitat de Kolmogorov
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que es troba a [18], la desigualtat (4.15) implica que, q. s., les trajectories de v sén con-
tinues i, per a cada coordenada 7, sén Holder continues amb exponent o; € (0, 6;),
1=1,....m

¢) Considerem el cas particular d’'un camp aleatori v gaussia amb components inde-
pendents i identicament distribuits. Suposem que, per a cada x € R™, els vectors
aleatoris v(z) sén centrats (tenen esperanga zero) i variancia 02 > 0. Aleshores, per a
totx € R™, v(x) té densitat i el seu valor és

pa(z) = (2m12)me p (_;@g) :

Sila funci6é x — o, és continua en un conjunt compacte que contingui a / (€0), clara-
ment la hipotesi 2 de la proposicié 4.2 es compleix. Aquest comentari ajuda a entendre
la relacié entre aquesta hipotesi i la condicié (4.9).

d) De la definicié de mesura de Hausdorft es dedueix que I'aplicacié
B € (0,00) = Hg(A)

és decreixent. Per tant, la cota superior en (4.17) és menys precisa que la que haviem
trobat en el cas gaussia, que era H ;_ s, L (A) (vegeu (4.1m)).

e) Suposem que A és un conjunt compacte i que la fita superior en (4.17) és positiva.
Modificant la constant C' en (4.17), com que el resultat és valid per a tot 7 < d, es pot
substituir 2, _s-m 3 (A) per Cap, s~ 1 (A). Lajustificacié la dona el teorema 8.4.

En la demostracié de la proposicié 4.2 sutilitza un argument de probabilitats totals
ide recobriment que permet reduir la prova a l'obtencié d’un resultat quantitatiu sobre
probabilitats de visita de v a boles perites, quan restringim el rang del camp aleatori a
un conjut també petit.

Més precisament, perad; > 0,0 =1,...,m,e > 0,ij = (j1,...,jm) € Z™,
definim el rectangle m-dimensional

H {]le‘sl (i + 1)es
=1

Aleshores la reduccié a petita escala és possible atesa la proposici segiient.

Proposicié 4.3 Fixem ey > 0 prou petit, n > 0, ¢ €]0,1[i D C R Suposem que
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per a tot rectangle R; que compleixi R; NI#0,i peratotz € D),
P{v(R;) N B(2) # 0} < ce". (4.18)
Aleshores, per a rot borelia A C D

La demostracié d’aquest resultat consisteix a passar de (4.18) a una fita superior per a

P{v(I) N B:(z) # (0}, utilitzant el teorema de les probabilitats totals. Aix{,

P{o(I)NB(2) #0} < Y P{u(R) N B(z) # 0}

G:RENTAD

< O™ ZEAP {u(R) N B.(2) # 0} < Ce"E 1w
m 1
Cal observar que, per a un valor determinat de la constant C, I'expressié C'e 2is1a,
és una cota superior del nombre de rectangles 1?5 que satisfan 5 N [ # 0.

A partir d’aquest resultat, cal passar de la bola B, (2) al conjunt A i aixd també es
fa per un argument de recobriment forga estandard relacionat amb la definicié de la
mesura de Hausdorff.

Per la proposicié anterior, la demostraci6 de la fita superior (4.17) es redueix a tro-
bar I'estimaci6 (4.18) sobre petites boles. Aquesta s'obté utilitzant les hipotesis 112 de
la proposicié 4.2, utilitzant una lleugera modificacié de la demostracié del theorem 2.4
de [5] adaptada al cas isotropic.

4.3.2 Fites inferiors

En aquest apartat presentem un resultat que dona condicions suficients per a obtenir
fites inferiors de les probabilitats de sojorn d’un camp aleatori en un conjunt A.

Proposicié 4.4 Fixem N > 0 i un conjunt de Borel A C [—N, N|%. Suposem:

1. Existencia i propietats de densitats univariants.
Per a ot x € I, el vector aleatori v(x) té densitat, i aquesta densitat és continua,

afitada i
pe(2) >0, peratorz € [—(N +1),N + 1] (4.19)
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2. Existéncia i propietats de densitats bivariants.
Peratotsx,y € I, x # vy, el vector aleatori (v(x),v(y)) té densitat, i existeixen
nombres reals y, o > 0 tals que

(4.20)

e} p
px,y(zlazQ) S C |: p($7y> A 1:| )

p(x,y) |z — 2zf?

per a un valor de p > 0 prou gran i per a qualsevol z1,z5 € [—N, N|%, on
p(z,y) es la métrica definida en (4.8).

Aleshores, existeix una constant C = C(I, N, m,~, ) tal gue

P{o(I)NA# 0} > C’Cﬂp% (-5 2) (A). (4.21)

=1 §,

Com hem fet en I'estudi de condicions suficients per a I'obtencié de les fites superi-
ors, donarem algunes idees de la demostracié d’aquesta proposicié. Abans, pero, fem
comentaris sobre el seu enunciat.

i) Suposem que la hipotesi 2 de la proposicié es compleixamb o = 217 < d, aleshores
les dimensions de la mesura de Hausdorft i de la capacitat newtoniana en (4.17) i (4.21),
respectivament, coincideixen. Aquesta situaci6 és la més interessant per a 'obtenci6 de
resultats gairebé Optims en estudi de la polaritat.

ii) La hipotesi 1 es pot substituir per la segiient: Per a tot conjunt compacte K C RY,
iperatotx € I,

inf p,(w) > co > 0.

wEKpm( ) =0

iii) La fitacié (4.20) és clarament més feble que

C |z — z2]2>
Dey(21,22) < ———=exp <— . (4.22)
o2 < oy pa,y)

Observem que el segon terme d’aquesta desigualtat recorda una densitat gaussiana.

Algunes idees de la demostracio de la Proposicid 4.4

La dificultat dels arguments depen del signe del parametre v — . Hiha,
pero, una estrategia comuna als tres casos que descrivim tot seguit.
En primer lloc s’introdueix una aproximacié de l'esdeveniment {v(I) N A # 0}.

Concretament, es proposa un camp aleatori (J.(z), z € R?), que depen de v, tal que

1
i=1m g,
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la fita inferior de P{v (1) N A # 0} es redueixi a trobar la mateixa fita per a
P{J.(z) >0}, z€ A,e > 0. (4.23)
Per exemple, en el cas més senzill, que corresponay — >, 6% < 0, es posa

Je(2) = (21)51 /Idx L, ()(v()),

que compleix

P{J.() > 0} < P{o(I) N A© % 0}.

En segon lloc, s’aplica la desigualtat de Littlewood-Paley per obtenir

EU)F
A =02 Bepy

La hipotesi 1 (vegeu (4.19)) implica que
[E(J(2)))* = C,

on (' és una constant estrictament positiva.

Per a acabar la demostracié, cal obtenir una fita superior de E([J.(z)]?). Com
que J(2) est definida a partir de v, en principi aquest moment de segon ordre es
podra calcular a partir de les lleis bidimensionals del camp aleatori v. Es en aquest mo-
ment en que la hipotesi 2 intervé. La fita superior (4.20) permet dobtenir una acotacié
superior de [E(.J.(2))]? en termes de l'energia corresponent al nucli de Bessel-Riesz,
K 2 (s, 1) (2), definit a la seccid 8, establint d’aquesta manera la relacié amb la

capacitat que es buscava.
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5. UNA INTRODUCCIO A LES EQUACIONS
EN DERIVADES PARCIALS ESTOCASTIQUES

Una equacié en derivades parcials estocastica (abreujadament, EDPE) es pot descriure
mitjangant expressid

A(u, Du, D*u, ..., D*u) + B(u, Du, D*u, ..., D*u)F = 0, (5.24)

onu : U — R" és una funcié definida en un obert U que denota la incognita, A
i B s6n relacions funcionals conegudes, que poden dependre de l'atzar, D'y denota
la derivada parcial de u dordre I (I = 1,...,k), i F' és un soroll aleatori, que es pot
interpretar com la derivada formal d’un procés estocastic F, també conegut.

Les EDPE s6n generalitzacions de les equacions en derivades parcials (EDP), que,
adoptant el mateix grau de generalitat que abans, sén expressions del tipus

A(u, Du, D*u, ..., D"u) = 0.

Per tal d’entendre millor aquests objectes matematics, en donem exemples concrets.
En fisica, la descripcié del fenomen de difusié d’una font de la calor és ben conegut.
La formulacié matematica és deguda al matematic frances Jean Baptiste Fourier (1768-
1830). Considerem una barra de metall idealment infinita i unidimensional i suposem
que alinstant inicial ¢ = 01, en el puntz = 0, posem una font de calor d’intensitat la
unitat. Designem f (¢, z) la intensitat de la calor a 'instant ¢ en un punt = de la barra.
Aleshores, aquesta funcié satista I'equaci6 de difusié o equacid de la calor:

Ouf(t,x) — 0% f(t,z) =0, (t,x) € (0,00) x R,
f(Ovl’) = 50(1’)7 r R, (5'25)

on dg és la mesura de Dirac en zero (una massa unitat concentrada en zero).

En termes de modelitzacid, les EDP expressen la realitat fisica a escala macroscopi-
ca. Provenen d’una renormalitzacid, utilitzant I'escala de la llei forta dels grans nom-
bres, del que sobserva a nivell atdomic, on les fluctuacions sén enormes. La modelit-
zaci6 matematica de les fluctuacions es fa amb processos estocastics, perd aquesta ale-
atorietat no ¢és visible a escala macroscopica, ja que s’han fet mitjanes. Hi ha, pero,
escales intermedies de normalitzacié: per exemple, la que correspon al teorema del li-
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mit central, que s'anomena escala mesoscopica, on l'aleatorietat no desapareix. Es aixi
que s'obté, per exemple, l'equaci6 de la calor estocastica:

duu(t,z) — & u(t,x) = F(t,z), (t,x) € (0,00) x R,
f(0,2) = do(x), x € R, (5.26)

El soroll F' sobtindria a partir d’'una suma d’impulsos aleatoris independents, pel pro-
cés de renormalitzacié que hem esmentat abans.

En aquesta memoria estudiarem una classe I’ EDPE més concreta que (5.24), de les
quals PEDPE (5.26) n’és un cas particular. Les descrivim aixi:

Lu(y) = by, u(y)) + oy, u(y)) F(y), y € D CR™,

L . (5-27)
condicions inicials i condicions de contorn,

on L és un operador diferencial, b : R™ x R¢Y — R% o :R™ x R — RY® RY,
iF:QxR™ — R és un soroll aleatori.

5.1 Exemples dequacions en derivades parcials estocastiques

Els tres exemples paradigmatics dequacions en derivades parcials (deterministes) sén
equacié de la calor, de la qual hem vist un exemple abans, I'equacié d’ones i I'equacié
de Laplace.

L'equacié de la calor descriu, com ja hem indicat abans, la difusi6 de la calor. Més
generalment, saplica a la modelitzaci6é de fenomens difusius, descrivint I'evolucié al
llarg del temps de la densitat u d’alguna quantitat fisica o quimica, com ara la concen-
tracié de fluids.

L'equacié d'ones s’utilitza per a modelitzar una varietat de fenomens fisics. Per
exemple, la vibraci6 de cordes fou descrita pel matematic frances Jean-Baptiste le Rond
D’Alembert (1717-1783) mitjagant una equacié d'ones en dimensié espacial k = 1. Ana-
logament, les vibracions de membranes i de solids elastics es descriuen amb equacions
dones en dimensions k = 21k = 3, respectivament. Altres fendomens expressables
amb l'equacié d’ones sén la propagacié de la llum en el buit (d’acord amb les equaci-
ons de Maxwell en electromagnetisme), la propagacié del so (prenent aproximacions
lineals de les equacions compressibles d’Euler) o la propagacié d’ones gravitatories (ge-
neralitzacions de 'equacié d’ones apareixen en aproximacions lineals de les equacions
d’Einstein).

L'equacié de Laplace s’utilitza per a descriure densitats de quantitats fisiques en
estat dequilibri.
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Totes aquestes EDP admeten variants, segons la dimensi6 i la regi6 de I'espai on es
consideren. A més, si aquesta regi6 és fitada, perque el problema que defineix PEDP
tingui sentit cal posar condicions de contorn. En I'exemple (5.25), la regié que es con-
sidera és D = R i, per tant, no hi ha condicions de contorn, Gnicament una condicié
inicial.

Tot seguit presentem quatre exemples ’EDPE. Les tres primeres equacions perta-
nyen al grup de les classiques.

Equacid de la calor estocastica amb condicions de contorn de Dirichlet
(8t - Af) U(t, ‘I‘) = b(u(t7 l’)) + U(U(L ZL’))W(Z‘I, l’), (ta l') € (07 OO) X (07 1)7
uw(0,2) = uo(z), u(t,0)=u(t,1)=0.
(5.28)

Equacio d’ones estocastica en R

{(Oft — A u(t,z) = blu(t, ) + o(u(t,z))W(t,z), (t,z) € (0,00) x R,
u(0,z) = up(x), 0x(u(0,x)) = vo(x).

(5-29)
Equacié de Poisson estocastica en D C R™
Asu(z) = bu() + W (2), v € D, o
.30
u(zr) =0, z € ID. >3
Eguacio KPZ
(O — Ap)u(t,z) — [Vau(t, z)* = W(t,z), t > 0. (5.31)

En l'equacié (5.28), l'operador diferencial que la defineix és £ = 0, — A, on A,
és Poperador de Laplace o laplacia, que, en dimensié m > 1, es defineix com

m
_ 2
A=3"02,
Jj=1

La condicid inicial és la funci6 1. Com que el domini espacial ésID = (0, 1), cal donar
condicions de contorn. Aqui s’han posat les condicions de Dirichlet, que prescriuen
el valor de la incognita a la frontera del domini. Com a soroll aleatori, considerem el
soroll blanc espai-temps, que definirem més endavant.

348



En l'equacié d'ones (5.29) s’ha optat per un domini espacial infinit, pero, com que
és una EDPE d'ordre dos en la variable temporal (t), cal donar les condicions inicials
(t = 0) de la incognita i de la seva primera derivada respecte del temps.

En els exemples (5.28)-(5.30) l'operador diferencial £ és lineal en les derivades. Ve-
iem, en canvi, que en I'equacié (5.31) no és aixi, a causa del terme quadraticen V,, que
denota el gradient en la variable z. El nom KPZ fa referencia als cientifics Mehran Kar-
dar, Giorgio Parisi i Yi-Cheng Zhang, que van proposar 'equacié (s.31) per a descriure
l'evolucié d’una interficie en creixement, per exemple, la zona cremada d’un full de
paper en el qual es posa un llumi al centre.

5.2 Soroll aleatori

Un soroll aleatori s’interpreta com la derivada d’un procés estocastic. Perd en quin
sentit parlem de derivada? Jahem dit que les trajectories de processos interessants (per
exemple, el moviment brownia) no sén diferenciables. La teoria de les distribucions de
Schwartz [29] dona sentital'operacié de derivacié mitjangant un argument de dualitat.
Entendrem que el soroll aleatori, F ,ésunaderivada d’un camp aleatori /" en el sentit de
les distribucions. En aquesta seccié presentem exemples importants d’aquests objectes
que s'utilitzen en les equacions en derivades parcials estocastiques que hem introduit
més amunt.

s.2.1  Soroll blanc

Comencem recordant una nocié de teoria de la mesura. Una mesura v sobre R” és
o-finita si existeixen conjunts compactes £,, C E, 1 tals que v(E,) < 400, per a
totn, i U, B, = R¥. A partir dara designarem B;(R¥) el conjunt de A € B(R*)
tals que v(A) < +o0.

Donada una mesura o-finita v, un soroll blanc basat en v és un camp aleatori gaus-
saW = (W(A), A € By(R¥)), definit en un espai de probabilitat (2, F, P), tal

que E(W(A)) = 01ila seva funcié de covariancia és
EW(AW(B))=v(ANB).

El cataleg de sorolls blancs s'obté doncs en considerar diversos exemples de mesura v.
Un cas molt estudiat i natural consisteix a prendre v igual a la mesura de Lebesgue en
R, El soroll derivat sanomena simplement soroll blanc.
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Encara que W no és ben bé una mesura aleatoria, es pot donar sentit a la integral
Jar B(x)W (dx), per a funcions h € L?(dv). En particular, si k = 1i v ésla mesura
de Lebesgue en R, es pot definir

B, = / 1[O,t](S)W(dS)7 t >0,
Ry

i el procés aleatori que en resulta és el moviment brownia unidimensional.
Siv éslamesura de Lebesgue en R* ambk > 1, tenim un segon exemple rellevant
per ales EDPE. En aquest cas, el procés multiparametric definit per

Wy = /k Log(s)W(ds), t = (t1,...,tr),
R

on [0,t] = [0,t1] x - -+ x [0, tg], és la superficie o drap brownia (vegeu la secci 3).

Amb aquests dos exemples veiem que, a partir d’'un camp aleatori gaussia indexat
per conjunts, es pot obtenir, mitjangant integracié de funcions indicadores de rectan-
gles, processos estocastics indexats per punts. Aixo explica la notacié B, o W(t, )
per a designar el procés integrador subjacent al moviment brownia, o al drap brownia,
respectivament.

s.2.2  Soroll blanc en temps i correlacionat en espai

Ens els exemples de soroll de I'apartat anterior, no hi ha cap diferencia entre el compor-
tament en espai i en temps. En aquest apartat introduim una classe de sorolls aleatoris
gaussians indexats per Ry x R¥, o un subconjunt d’aquest espai, que sén blancs en
temps (la variable ), pero correlacionats en la variable espacial x. Els denotem per
{F(t,2), (t,z) € R x RF}. Un exemple generic de funcions de covariincia és

E(F(t.2)P(s.y)) = dolt — )/ (x — ), (532)

on, en lexpressié anterior, § és la distribucié delta de Diracen zero, i f : R¥ — R ha
de complir certes condicions perque (5.32) sigui una funcié de covariancia.

La férmula (5.32) expressa que la covariancia espacial és estacionaria i té una den-
sitat f. Es poden considerar casos més generals en els quals la covariancia espacial és
una mesura I no necessariament absolutament continua. Utilitzant el marc de I'apar-
tat 5.2.1, els sorolls que hem introduit en aquest corresponen a mesures v que son el
producte d’'una mesura de Lebesgue i una altra mesura o que expressa la covariancia
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espacial. Un exemple de densitat de covariancia espacial molt estudiada és f(z) =
f(|z]) = |z|=%,amb 8 € [0, k A 2[ (nucli de Riesz).

5.3 Una nocié de solucié

Considerem la classe EDPE

L . (5:33)
condicions inicials & condicions de contorn,

{ﬁu(t,x) = b(u(t,z)) + o(ult,z))F(t,z), t >0, z € D C RF,

on D és un domini fitat o no fitat de R¥.

Els exemples (5.28) i (5.29) sén d’aquest tipus. Corresponen als operadors diferen-
cals L =0, — A, iL =04 — A, respectivament.

Com per a les EDDP, hi ha diversos conceptes de solucié. En aquesta memoria con-
siderarem la noci6 de solucid en el sentit de camp aleatori, que precisem tot seguit.

Fixem un domini D (conjunt obert i connex) de R* i considerem l'equacié (s.33)
amb condicions inicials i de contorn especificades. Aleshores, un procés estocastic u =
(u(t,x), (t,x) € [0,T] x D) és una solucié de (s.33) en el sentit de camp aleatori si se
satisfa la identitat

u(t,x) = Iy(t, z) / / —s;x,y)b(u(s,y))dsdy
/ / — sy, y)o(u(s, y)) F(ds, dy), (5:34)

q. s. peratot (t,z) € [0,7] x D. Endemés, cal que el procés u compleixi unes
condicions de mesurabilitat que no detallem.

En (5.34), el terme (¢, ) correspon a la solucié de PEDP, Lu = 0, amb les con-
dicions inicials i de contorn de (5.33), 0 EDP homogénia. La funcié I'(s; x,y) és la
solucié fonamental (en el cas D = R*) o la funcié de Green (en el cas d’un problema
amb condicions de contorn) de I'operador L.

Una qiiestié fonamental de la teoria d’EDPE, igual que per ales EDP, és determinar
si el problema esta ben plantejat, una propietat que es refereix a I'existéncia i unicitat
de solucid, i a la dependéncia continua respecte a les dades. Abans hem donat una
nocié dexistencia. Pel que fa a la nocié d’unicitat, també hi ha diverses opcions. Aqui
considerarem la unicitat trajectorial. Significa que, si u i v sén dos processos estocastics
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que compleixen (5.34), aleshores, llevat d’'un conjunt de probabilitat zero, les trajecto-
ries de u i de v sén identiques.

Els resultats més basics sobre EDPE donen condicions sobre els ingredients de
(5-34), loperador diferencial £, les funcions o i b, el soroll aleatori F' i les condicions
inicials i de contorn, per tal d'establir I'existéncia i la unicitat d’un camp aleatori v que
compleixi (5.34). Mostres diverses de teoremes dexistencia i unicitat de solucié es tro-
ben en les referencies [30], [8], [2] i [20].

Per a poder presentar una formulacié rigorosa d’un teorema d’existencia i unicitat
caldria abans fer una introduccié de la integral estocastica necessaria per a donar sentit
al terme

/Ot/DF(t —s;x,y)o(u(s,y))F(ds,dy)

en (5.34). Aixo va més enlla dels objectius d’aquesta memoria. Cal observar, pero, que
aquesta integral haura de ser una extensié en dimensid infinita de la integral estocastica
d’It6 respecte del moviment brownia. En efecte, a diferéncia de les equacions diferen-
cials estocastiques, en 'equacié (5.34) (o (5.33)) hi ha un argument addicional z; per
tant, per a cada ¢, sestan considerant processos estocastics que depenen de .

Enunciem tot seguit un resultat d’existéncia i unicitat de solucié. No el presentem
formalment com un teorema per no allargar-nos en descripcions excessivament tecni-
ques.

Les hipotesis son les segiients:

1. Elsoroll aleatori /" és gaussia.

2. Se satisfa una bipotesi de balang entre la mesura de covariancia del soroll i I'ope-
rador £. Aquesta condicié té com a objectiu que la integral estocastica

/Ot/DF(t—S;J:,y)a(u(s,y))F(ds,dy)

estigui ben definida. Per hipotesi de balang entenem una condicié que compensa
la possible irregularitat de 'operador £ amb la regularitat de la covariancia o
viceversa.

3. Les funcions b, o sén Lipschitz continues.

Aleshores, ’EDPE (5.34) té una solucié tnica, en el sentit que hem precisat més amunt.
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6. CAMPS ALEATORIS GAUSSIANS SOLUCIONS D'EDPE:
PROBABILITATS DE SOJORN

En el teorema 4.1 de la seccié 4 hem donat condicions suficients per a I'obtenci6 de
fites superiors i inferiors per a les probabilitats de visita d’un camp aleatori gaussia v
a un conjunt determinista A. En aquesta seccié aplicarem aquell teorema a l'estudi
dexemples de camps aleatoris gaussians que sén solucions d’una classe particular de
sistemes d’equacions com (5.34).

Els resultats obtinguts en el cas gaussia tenen un interes propi, perd endemés servei-
xen com a indicacié de quins haurien de ser els resultats Optims en casos més generals.

Alllarg d'aquesta seccié suposarem que, en l'equacié (s.34), b = 0i o és constant.
Suposarem també que les condicions inicials i, si és el cas, també les condicions de con-
torn, sén nulles. Aixd implica Io(t, ) = 0. Més concretament, considerem el sistema
d’EDPE

Lui(t,x) =Y 01 Fi(t,x), t >0, z €D C R,
condicions inicials i condicions de contorn nulles, (6.35)

i=1,....d.

on F7 sén els components independents d’un soroll aleatori d-dimensional, .

6.1 Equacié de la calor estocastica en R

Enaquestexemple, £ = 9, —A;, D = Rilespaid’indexsés I = R x R. Suposarem
que el soroll aleatori és blanc en espai i en temps i el designarem W. La solucié del
sistema d’EDPE definit en (6.35) és

d t
: - (% F — 9, - W]d,d . .
o Zv// (t — 5,2 — y)W(ds, dy) (6.36)

La solucié fonamental de I'equacié de la calor en R és

1 2
F(t,x) = \/ﬁexp <—@> s t>0, IGR,

(vegeu, per exemple, [10][p. 46]). La comprovacié de les condicions de (C') del teore-
ma 4.1 passen per l'estudi de la funcié I
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Per simplificar Iescriptura, suposarem que 0; ; = 9; j, on d; ; denota la delta de
Kronecker; és a dir, la matriu 0 = (07,5), ; ; ; és la matriu identitat en RY.

D’acord amb la definicid, la métrica candnica associada a u és

Zi;</0t4F(t—r,x—z)Wj(dr,dz)

—/OS/RF(s—r,y—z)Wj(dr,dz)>2]

:d/otdr/Rdz[F(t—r,m—z)—F(S—T,y—z)]Q,

((t,2), (s,y)) = E

on, en la darrera igualtat, hem utilitzat la propietat d’isometria de la integral estocastica
i hem suposat que 0 < s < .

Aquesta expressié pera d?((t, ), (s, y)) ens mostra que, en el cas gaussia, lestudi
de les propietats de la metrica canonica es redueix a Iestudi d’increments en la norma
corresponenta l'espai L?(Ry x R, dt x dx) de la solucié fonamental de l'operador L.

Mitjangant calculs explicits es demostra la propietat segiient. Siguin ¢y > 017" >
to. Existeixen constants positives C, Cs tals que, peratots (¢, z), (s, y) € [to, T] xR,

Cy (It = sl + o= yl) < B (jult,z) = uls,9)?) < Co (Jt = sl + o~ y]).

(6.37)
Per tant, la metrica canonica del camp aleatori u solucié del sistema (6.36) és equivalent,

en el sentit de (4.10) a

o). (5.9) = (Jt =l + Jo =)

Cal observar que la metrica p és anisotropa.
Utilitzant una vegada més la propietat d’isometria de la integral estocastica, sobté

&((t, z),0) = Varu!(t, z) —/Otdr/RszQ(t—r,x—z).

Utilitzant Iexpressié de I', es comprova que

¢ £\ 2
/dr/szQ(t—r,a:—z):<> .
0 R 2m
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En conseqii¢ncia, en el subconjunt d’indexos I := [ty,T] x R, el camp aleatori u
compleix la propietat (4.9).

Hem vist, doncs, que el camp aleatori (u(t, x), (t,x) € I) satisfa les hipotesis del
teorema 4.1ambm = 2,6; = i, 0y = % i, per tant, tenim les fites segiients per a les
probabilitats de visita.

Proposici6 6.1 Signui A € B(R?). Fixem Mty > 0 i definim I = [to,T] x
[—M, M. Existeixen constants positives Cy, Cy, tals gque, per a tot (t, ), (s,y) € I,

cCap, o(A) <P{o(I)NA#0} < CHas(A). (6.38)

Referint-nos als comentaris de la secci6 4 sobre polaritat de conjunts, deduim que,
per a 'equacié de la calor estocastica sobre R, la dimensié critica per a la polaritat és
d = 6. En [7], utilitzant I'enfocament que hem introduit en la seccié 4.2, es demostra
que, per a aquest valor critic, els punts sén polars per a v.

6.2 Equaci6 estocastica d’ones

En aquest apartat considerem sistemes d’equacions estocastiques d’ones en lespai R¥,
amb £ > 1. Recordem que l'operador diferencial que defineix aquesta equacié és
L =62 — A, on A, ésToperador de Laplace en R¥. Concretament, estudiarem el
sistema

(8t2t - A,) ui(th) = Z?:1 Ui,ij(t, x),i=1,...,d,
(t,x) € (0,T] x R*, k > 1, (6.39)

condicions inicials nulles

Comencem pel cas k = 1. La solucié fonamental de 'equacié d'ones és

1
F(t, CC) = §1R+(t>1]_t’t[(x), t e R+, r € R.

Prenem comasoroll ' = (F, ..., F%) unsoroll blancen espaiien temps, W, isupo-
sem que 0; ; = 0; j. Aleshores, la solucié de (6.39) és un vector gaussia, d-dimensional,
amb components independents i idénticament distribuits, donats per

, 1 [t .
u'(t,x) = / / W(ds,dy), i=1,...,d.
2 0 J|z—y|<t—s
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Per la propietat d’isometria de la integral estocastica, la metrica canonica associada és

() = [ [ e = o]

Fixem ty > 0. Sense massa esfor¢ de calcul, es pot demostrar I'existencia de constants
¢, ¢o tals que, peratots (¢, ), (s,y) € [to, T] X R,

e ([t = s+ o —y|) < E(Jult,z) —uls,y)|*) <ca (|t —s|+ ]z —yl]).
(6.40)
Per tant, (4.10) es compleix amb §; = d5 = % D’altra banda, la variancia d’un qualse-
vol dels components del vector u és

: L[ t?
Var [u'(t,z)] = 4/ / ds dy = 3
0 Jlz—y|<t—s

Der tant, en l'espai de parametres [tg, 7] X R, (4.10) es compleix. En conseqiiencia,
tenim el resultat segtient.

Proposici6 6.2 Sigui A € B(R?). Fixem M,ty > 0 i definim I = [to,T] x
[—M, M. Existeixen constants positives ¢, C, tals que, per a tot (t,x), (s,y) € 1,

cCap, (A) <P{v(I)NA#0} < CHyiq(A). (6.41)

Estudiem arael cas £ > 2. Amb un soroll F'blancen temps i en espai, no és possi-
ble formular 'equacié (6.39) en el sentit de camp aleatori, com hem fet anteriorment.
El problema rau en les singularitats de l'operador d’ones, 02 — A, que es fan més pa-
leses en augmentar la dimensi6. Aquest mateix fenomen es presenta en loperador de
la calor. Per illustrar aquest fet, considerem el cas & = 2. La soluci6 fonamental de
Poperador d’ones és

_1
F(t,ﬂ?) = c2l{t>0} (tQ - |ZE|2)+2 3

on ¢ és una constant positiva que, per simpliﬁcar la notacid, suposarem que val 1.
Suposem, com en el cas k = 1, que 05 ; = 0;; i, per tant, que (6.39) defineix un
vector d-dimensional amb components independents i identicament distribuits

u'(t,r) = /0 /R2 ((t —5)? — |z — y[Q)J_r% W'(ds,dy). (6.42)
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Si W és un soroll blanc en temps i en espai, perque la integral estocastica estigui ben
definida, s’hauria de complir

t
/ / ((t—s)?—|z— y[2);1 dsdy < oo.
0 Jr2

Ara bé, fent un canvi de variable a coordenades polars i integrant, s'obté

t _ 1 [tds
t—s)2— |z —yl? 1dsd = - — = 400.
/O/]R?(< ) ’ y‘)Jr 4 2 o S

Una manera d’evitar aquest problema és considerar un soroll correlacionat en espai.
Lestrategia té com objectiu assegurar que la bipotesi de balang que hem esmentat a

lapartat 5.3 es compleixi.
Considerem doncs el cas particular d’'un soroll aleatori gaussia, F=(Fj=
1,...,d),amb componentsi. i. d., i amb funcié de covariancia donada per la férmula
B (B2 (5.9)) = 0,0 - 9w~y GEDEAAL (643)

Cal observar que, amb aquesta eleccid, la covariancia decreix en augmentar la dis-
tancia entre els punts x i y. En molts exemples, aix6 és una propietat natural. D’altra
banda, els nuclis de Riesz tenen propietats matematiques interessants que faciliten l'es-
tudi del tipus de covariancies que hem proposat.

La solucié fonamental de 'equaci6 d’ones varia segons ladimensié de lespai. Abans,
hem escritles férmules corresponentsperak = 11k = 2. Arabé, laseva transformada
de Fourier té una expressié independent de la dimensié:

sintl¢])

ISR
Per aix0, en els calculs de moments d'ordre dos associats a les integrals estocastiques,
resulta més convenient utilitzar la forma espectral de la covariancia, com expliquem tot

FL@)(E) =

seguit.
Per simplificar les notacions, eliminem la referéncia al component del vector alea-
tori. El moment d’ordre dos de la integral estocastica

/Ot /R T(t — s,x — y)F(ds, dy),
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es calcula utilitzant la propietat d’isometria:

B (/;/er(t s —y)F(ds,dy)>2
_E <</0 /R T(t— s, y)F(ds,dy)>t> ,

on el terme de la dreta és la variacié quadratica del procés integral estocastica. Si W és
un soroll blanc en espai i en temps, es té que

</0./Rk1“(t—s,x— y)W (ds dy> /dS/deyFQt—sg;_ ),

i, per tant,

E<<//F(t—s,a:— )stdy>> /ds/ dyT%(t — s,z —y),
0 JRk RE
Perd si el soroll és com en (6.43), aleshores
<<// (t—s,x—yF (dsdy)>>
Rk
/ds/ dy/ dzT'(t — s,z —y)|y — 2| °T(t — s,z — 2).
Rk Rk

La transformada de Fourier inversa del nucli de Riesz dordre 3, f(x) = |z|7%, és
un nucli de Riesz dordre k — 3, és a dir, F1(f)(€) = [£|7k=5). Aleshores, per la

férmula de Plancherel,

t
/ds/ dy/ dzD(t — s, 2 —y)ly — 2| °T(t — 8,2 — 2)
0 re JRE

B / | ds/ de €] D FI(t — 5)(€)[*
0 RE
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Tenim, doncs,

([ [ ru-sa- y)F(ds,dy>)2 = [[as [ agie- e rre-ser

(6.44)
Com que la transformada de Fourier és lineal, la férmula anterior també és valida

sisubstituim I'(t — s,z —y) per ['(t — s, 2 —y) — I'(t — 5, x — y). Aixi, per exemple,

E(('(t,

y)
/ / df | sin((t — r)[€]) — sin((s — r)|EDI*
R |€

I’“ ’ ISk

p sin? t—r)\ﬁ].
/ T = 1eP

Utilitzant expressions com aquestes, i mitjangant calculs explicits, es demostra el
resultat segiient.
Proposici6 6.3 (/s J[Proposition 4.1]) Fixem M, to > 0isigui I = [to, T|x[—M, M]*.
Existeixen constants positives Cy, Cs, tals que, per a rots (t,x), (s,y) € 1,

Cr ([t —s|+ |z —y))> 7 < E(Jult,z) — uls,y)]*) < Co (|t —s|+ |z —y|)*7.
(6.45)

A partir de (6.44), tenim que

Var [ul(t7x)] = /Ot ds /Rk d¢ ’ﬂ—(k—ﬂ) | SmQ((’Z; s)I€]) > O,

on la fita inferior es troba integrant I'expressié de la dreta de la igualtat.

Hem vist, doncs, que la hipotesi (C) del teorema 4.1 es compleix i, per tant, tenim
la proposicié segiient.
Proposicié 6.4 (/5 ][Theorem 4.4]) Fixem M, to, N > 0isigui I = to, T|x[—M, M]*.
Existeixen constants positives Cy, Co, tals que, per a tot (t,x), (s,y) € I, i per a tor
conjunt A € B(R?), A C [-N, N4,

cCap, s (A) SPLO(D)NAA D} < OHy s (A). (6.46)
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D’aquest resultat es dedueix que la dimensié critica de la polaritat (en el sentit que hem
explicat en la seccid 4) és d = 2;7—"'51 En [7] es demostra que, per a aquest valor critic,
els punts sén polars per a v.

6.3 Equacié estocastica de Poisson
Sigui D un domini de R%amb frontera prou regular, per exemple, podem suposar que
D és una esfera centrada en zero. Considerem dues funcions

f:D—R, g:9D— R,

continues, on JID denota la frontera del domini D. L'equacié de Poisson és

—Au=f enD,
u=g, en OD.

Aquesta equacié és una generalitzaci6 de 'equacié de Laplace.

Es poden imaginar diferents maneres d’introduir aleatorietat en aquesta EDP. En
aquest apartat, per analogia amb les EDPE estudiades en els dos apartats precedents,
substituirem la funcié f per un soroll aleatori i, per simplificar I'exposicid, suposarem
que g, la funcié que dona la condicié a la vora, és nulla. Aix{ doncs, triem un soroll
blanc d-dimensional en R¥ (basat en la mesura de Lebesgue), W, fixem els valors de la
dimensié k = 1, 2, 3 i considerem els sistema d’equacions estocastiques de Poisson

—Au'(z) = 2?21 o Wit,x),i=1,...,d, z €D,

(6.47)
u|(9]D) = Oa

on (055),; j<a € una matriu no singular. El sistema (6.47) defineix un procés gaussia
d-dimensional que, en el cas particular 0; ; = §; ;, té per components,

u'(x) = / GE(x,y)Wi(dy), x €D, i=1,...,d. (6.48)
D

Lintegrand GE (x, y) és la funcié de Green associada a lequacié. En la notacié es posa
en evideéncia la dependéncia de la dimensié k de I'espai i del domini ID.
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A manera d’illustracié, considerem el cas particular £ = 31D = B;(0), l'esfera
en R? centrada en zero i amb radi 1. La funcié de Green té l'expressi6

—1
) : (6.49)
(vegeu [12][p. 19]).
En [28][Lemma 5.7] es demostra que, per a tot pg € (0,1) i per a tots x1, x3 €
B,,(0), existeixen constants positives i finites ¢, C' (que depenen de py) tals que

LY
|y|?

1 B B
GE(2,y) = g (fL‘ e

clzy — xo| < / dy \Gﬁ(xl,y) - Gﬂg(fE%y)’Q < COloy — xo).
D

Per la propietat d’isometria de la integral estocastica es dedueix que el camp aleatori
definit per (6.48) satisfa la propietat (4.10), amb §; = 65 = 03 = %
També,

2
)

Var (u'(z)) —/Dd?/‘GJ]f)(xv?/)

i,peratotx € B, (0), es compleix la propietat (4.9).
Per tant, aplicant el teorema 4.1 obtenim el resultat segiient.

Proposici6 6.5 (/28 J[Theorems s.10, 5.11]) D = B, (0), I é un subconjunt de D com-
pacte que satisfa d(1,0D) = dy > 0. Aleshores, per a tot A € B(RY), existeixen
constants ¢, C positives i finites que depenen de D, k, d, tals que

cCap, o(A) <P{o(I)NA#0D} < CHas(A). (6.50)

Una de les conseqiencies d’aquest resultat és que, per a d > 6, els punts sén polars,
mentre que per a d < 6 no ho sén. Perad = 6, la polaritat dels punts és un problema
obert. L’aplicacié dels resultats de [7] al camp aleatori definit en (6.48) no sembla, de
moment, abordable.
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7. PROBABILITATS DE SOJORN PER A SOLUCIONS D'EDPE

Rellegint les proposicions 4.2 i 4.4, veiem que la seva aplicacié requereix basicament
dos tipus d’ingredients: i) el coneixement quantitatiu de les oscillacions de les trajecto-
ries; ii) lexistencia i propietats de la densitat univariant i bivariant dels vectors aleatoris
del camp aleatori que és motiu d’estudi. En el primer apartat daquesta seccié fem una
breu introduccié a una teoria que proporciona eines per a I'analisi de densitats de lleis
de probabilitat. En els apartats posteriors illustrem la metodologia presentada amb
dos exemples: sistemes d’EDPE no lineals de la calor i dones.

7.1 Una breu introduccid al calcul de Malliavin

La nocié6 de llei de probabilitat esta associada a una variable aleatoria X. Es defineix
com la probabilitat imatge de IP per X. La llei transcriu I'aleatorietat d’'un fenomen
aleatori sobre el model numeric derivat de X. En altres paraules, X fa mesures sobre el
fenomen aleatori, aquestes mesures depenen naturalment de l’atzar i la llei té la funcié
d’especificar aquesta dependencia.

Les probabilitats sén mesures finites, com la longitud d’un interval o la superficie
d’una esfera. Que una mesura p sobre R™ tingui densitar f vol dir (sense entrar en
tecnicismes) que la mesura i de conjunts A C R" es calcula segons la férmula

H(A) = / f(z) da. (751

Sovint s'utilitza la notacié p(dx) = f(z)dx, purament formal, per a indicar que f
és la densitat de . Si imaginem que una mesura finita proporciona una manera de
repartir una massa finita, la densitat f ens dona una regla precisa per a distribuir-la.
Per exemple, si considerem l'esfera unitat en R?ala qual assignem una massa total
igual a %’T, que ¢és el seu volum, i prenem com a funcié de densitat f(x) = 1, resulta
que la distribuci6 de la massa en subconjunts A de I'esfera es fa de manera uniforme,
és a dir, proporcional al volum de A.

En la teoria de la probabilitat i, en general, en la teoria de la mesura, I'existencia de
densitats és una qiesti6 rellevant. En les aplicacions de la probabilitat a I'estadistica, és
fonamental.

Determinar lexistencia de densitats de mesures finites no és un problema senzill.
$’hi pot arribar seguint aquestes etapes:
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1. Per un procediment de regularitzacio, per exemple convolucié amb aproximaci-
ons de la identitat, es construeix una familia de mesures associada a 1, (1) e>0,
que tenen densitat: p(dz) = f(x)dx.

2. Utilitzant alguna hipdtesi (H) sobre 1 es demostra que (f(2))es0 és una fa-
milia fitada en un determinat espai de funcions. Aleshores, per un argument de
compacitat feble, es prova que f¢ — f quane — 0, ique f ésla densitat
de p.

Hi ha dos punts interessants que cal recalcar. En primer lloc, el tipus d’hipotesi (H)
(vegeu el punt 2) depen de I'enfocament adoptat, que, a la vegada, depen dels objec-
tius. Per exemple, pot interessar simplement l'existencia de densitat, o es pot voler,
addicionalment, obtenir-ne algunes propietats. D’altra banda, a partir de la literatura
disponible, es constata que la verificaci6 de la hipdtesi (H) comporta un procés d’in-
tegracié per parts en espais de dimensié infinita.

El calcul de Malliavin és un calcul diferencial en un espai de dimensié infinita (Ies-
pai de Wiener) que, entre altres objectius, permet d’establir la integracié per parts a la
qual hem alludit en el paragraf anterior. En aquest context, la hipotesi (H ) es formula
aixi:

/ Oypdn < Cllollo, (52)
Rn

per a tota funci6é ¢ € C;°, l'espai de funcions definides sobre R", infinitament dife-
renciables, fitades i amb totes les derivades fitades. En (7.52), 0;¢ designa la derivada
parcial de la funcié ¢ respecte de la j-¢sima coordenada, i ||| o0, 12 norma del suprem
(vegeu [21]).

En [9], els autors es mouen en un quadre genuinament de I'analisi funcional i uti-
litzen com a hipotesi (H),

/ Appdu < Cllepllen| |, (7.53)
RTL

on, perah € R", A}y denota l'operador de diferencies finites dordre n. Peran = 1,
Ao(z) = p(z+h) — (), iperan > 2, ATy es defineix per iteracié. C” és lespai
de funcions Holder continues de grau 7 i els parametres @ i n estan relacionats.

Hem dit abans que, en el punt 2 del full de ruta cap a I'existencia de densitats, el
procediment d’integracié per parts hi té un paper important. Precisem aquest con-
cepte.

363



Considerem vectors aleatoris F' : 2 — R™", G : @ — R, fixem també un
multiindex & = (ov, . . ., ;). Aleshores, F' i G satisfan una formula d’integracié per
parts(abreujadament, una IBP), si existeix una variable aleatoria H, (F, G), que depen
dea, F'iG, tal que, peratota funcié f definidaen R™ infinitament diferenciable iamb
suport compacte, es compleix

E((9af) (F)G) = E(f(F)Hu(F,G)) . (7:54)

En aquesta expressio, J, denota la derivada parcial d'ordre || = a1 +. . . + v, respec-
tea & (a vegades respectea xy, . . ., (v, vegades respecte a ,,). Observem que aquesta
férmula permet eliminar les derivades del terme de I'esquerra. En contrapartida, apa-
reix una nova variable aleatdria, H, (F, G), que, com indiquem més endavant, té una
estructura complexa.

Suposem que el vector aleatori F' : 2 — R" satisfa les hipotesis necessaries per
a poder aplicar la IBP (7.54). Aleshores,

* lallei del vector aleatori F' té densitat i aquesta és infinitament diferenciable;

* es té la férmula explicita per a la densitat

p(2) = E [Lpsa Hap,n)(F1)] (7.55)
(vegeu [31]) on la variable aleatoria H1 o . n)(F, 1) es defineix recursivament
respecte als components del multiindex o = (1, 2, n) aixi

Hi(F,G) 255( (M) Z]DMFj)7

H(1,2 ,,,,, n)(Fa G) = H(n) (F, H(1,2 ,,,,, n71)(F7 G)) . (7-56)
En aquestes expressions, hi trobem la terna fonamental d’objectes del calcul de Mallia-
vin:
* Toperador diferencial en espai de Wiener, Djy;
* Toperador adjuntde D y; se 'anomena integral de Skorohod i’hem designat d.g;

* la matriu de Malliavin corresponent al vector aleatori F

My = ((DF', DFY))

1<i,j<n*
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La férmula (7.55) de la densitat té un ambit d’aplicacié forga general. Les restricci-
ons venen donades per la regularitat exigida en I'aplicacié del calcul de Malliavin. Ara
bé, com es pot deduir per la forma de la variable aleatoria H(1 5, (1), és una ex-
pressié complexa. Finalment volem fer notar que, per a un multiindex general o =
(oq, ..., ), lavariable aleatoria H, (F, G) es defineix recursivament, d’una manera
similar a com hem fet pera H1 5. ) (F, 1).

Ellector interessat en una breu introduccid al calcul de Malliavin pot consultar els
capitols 1-5 de [27] i, per a una exposicié més extensa, [25].

7.2 Calcul de Malliavin i probabilitats de sojorn

Com hem assenyalat a I'inici de la seccid, les propietats sobre les densitats d’un camp
aleatori v necessaries per a I'aplicacié de les proposicions 4.2 i 4.4 es poden verificar
utilitzant eines del calcul de Malliavin. En aquest apartat en donem alguns detalls.

Etapa 1. Existéncia i regularitat de densitats

Primer de tot, cal assegurar l'existéncia de les densitats univariants i bivariants dels
vectors aleatoris del camp aleatori v, per al subconjunt d’indexs que es detallen en els
enunciats de les proposicions 4.2 i 4.4. Per a aix0 cal verificar les condicions de re-
gularitat en el sentit de Malliavin perque la férmula IBP i, en conseqiiencia (7.55), es
compleixin. Els aspectes tecnics que es presenten en la validacié d’aquesta primera eta-
pa depenen de l'estructura del camp aleatori v. Per a obtenir les conclusions buscades,
cal un coneixement profund del calcul de Malliavin.

Inicialment, el calcul de Malliavin es va desenvolupar per a donar una resposta als
problemes que hem descrit en el paragraf anterior per als vectors aleatoris que s'obte-
nen com a solucions d’equacions diferencials estocastiques o processos de difusié. Els
resultats de Iarticle pioner [21] van promoure el desenvolupament d’un cos teoric i
molta activitat de recerca, que es troba reflectida, per exemple, en [14] i [25].

En els darrers anys, el ventall d’aplicacions del calcul de Malliavin s’ha estes a d’al-
tres processos aleatoris. Un exemple notable sén les solucions ' EDPE. La monografia
[27] conté una serie de desenvolupaments rellevants per al problema que estudiem en
aquesta memoria.

Etapa 2. Comprovacio de la condicid z de la proposicid 4.2

Suposem que els vectors aleatoris v(z), perax € (%), superen amb &xit l'etapa 1.
Es vol ara demostrar la fitacié de les densitats en els termes expressats en (4.16).

Es parteix de la férmula (7.55), on cal substituir F” pel vector aleatori v(z) de'enun-
ciat de I'esmentada proposicié. Com que 11y(y)>} €s una variable aleatoria fitada per
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1, la tasca fonamental consisteix a obtenir fites superiors dels moments de la variable
aleatoria H(1 2, ny(v(2), 1), en les condicions d’uniformitat formulades en (4.16).

Atenent ala definicié donada en (7.56), veiem que les propietats seglients propor-
cionen l'objectiu d’aquesta etapa.

* Desigualtats de lanorma L?(2) per alaintegral de Skorohod, d5. Sén en termes
de normes LP respecte de la mesura de Lebesgue de derivades de Malliavin de
I'integrand.

* Fitacions uniformes de normes de tipus Sobolev per als factors que formen I'in-
tegrand.

+ Fitacions uniformes de normes L?(§2) de la matriu de Malliavin inversa, M.

Etapa 3. Comprovacid de la condicid 1 de la proposicid 4.4

Lestudi de 'estricta positivitat de la densitat ha estat objecte de molta atencié. Un
metode general per a abordar aquesta qiiestio es troba en [24].

Etapa 4. Comprovacid de la condicid 2 de la proposicid 4.4

Se suposa que I'existencia de densitats bivariants per al camp aleatori v ja ha estat es-
tablerta en etapa 1. Recordem la notacié p,. , (21, 22) per ala densitat de (v(x), v(y))
enel punt (29, 23) € R*. Mitjangant un canvi de variable, es té que

pm,y(zh ZQ) = pv(y),v(y)—v(m)(zla z1 — 22)

i, per la férmula (7.55) aplicada al vector aleatori F' = (v(y), v(y) —v(x)), resulta que

pz,y(Zh 22) =F (1{v(y)>21,v(y)—v(m)>z1—zz} HI,Q, ldots,Qd(Fa 1)) .

Aplicant la desigualtat de Holder al terme de la dreta, s'obté:

Doyl 22) < [[ (BU (@) — ()] > |24 — £1})?

i=1
X ||H(1,2,.H,2d)(Fa 1)||L2(Q)
= T1 X TQ.

NI

La fita superior (4.20) sobté analitzant els factors 77, T5. En efecte, si el camp alea-
tori compleix (4.15), utilitzant la desigualtat de Txebixev es pot obtenir, modul una

constant positiva, el factor
a p
{ play)® 1}

Z1 — 29 2
de (4.20). | |
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Laltre factor de (4.20), p(x, y) 7, prové del terme T5. Per a obtenir-lo cal entrar a
fons en estructura de la variable aleatoria H(y .. 24)(F, 1), amb

F = (v(y), v(y) — v(z)).

Recordem que
- -1
(MFl)iJ = (det MF) (AF)i,j7
on Ap ésla matriu de cofactors de Mp ila matriu de Malliavin de F es pot escriure en
blocs aixi:

(D (), D () (D (@), D(ui () — ()
. ! v

(Du'(x), D(w! (x) — ! (y)) | (D(u'(x) = u'(y), D (z) — v (y))

En les estimacions de 75, els cofactors (A F) i les derivades de Malliavin D F” pro-
porcionen potencies positives del factor p(x y) mentre que els valors propis petits
proporcionen poténcies negatives del factor p(x, y). En els exemples que s’han estu-
diant fins ara, el balan¢ dona un exponent negatiu (—7) i, en conseqiiencia, el factor

(p(z,y)) "

7.3 Resultats per a les equacions estocastiques de la calor
i d’ones no lineals

La metodologia exposada en I'apartat anterior possibilita, en principi, aplicacié de les
proposicions 4.2, 4.4 a sistemes d’EDPE del tipus (5.27). En aquesta seccié ens concen-
trem en dos exemples particulars.
7.3.1  Sistemes d’equacions estocastiques de la calor
Considerem el sistema

(0 — Ap)u'(t,z) = b(u(t,x)) + o5 j(ult, x))Wi(t, z),

u(0,r) =0, (7.57)
Opui(t,0) = d,u'(t,1) = 0,

367



(t,x) € (0,T7]x(0,1),1 < i < d. Enaquesta expressio, W = (W', ..., W% ésun
vector de sorolls blancs en [0, 7] X [0, 1] amb components independents i, per a tots
1 < 4,5 < d, les funcions b;, UWRd — R s6n Lipschitz continues. Les condicions
ala vora sén del tipus Nexumann.

Resultats de la teoria de les EDPE donen l'existencia de solucié del sistema (7.57)
en el sentit de camp aleatori. Ens referim a la secci6 5.3 per a més detalls. Malgrat que,
per simplicitat, en aquella seccié vam tractar inicamentel cas d = 1, totel que s’hi diu
es pot estendre sense dificultat al cas d > 1.

Per a poder aplicar les tecniques del calcul de Malliavin, cal suposar més hipotesis:
regularitat deles funcions b;, 0; ; i elipricitat delala funcié o = (o; j). Concretament,

(h1) Les funcions b;, 0; ; : R¢ — R sén fitades, infinitament diferenciables amb
derivades parcials de qualsevol ordre també fitades.

(ho) Elipticitat uniforme. Existeix p > 0 tal que, peratots 7, £ € R%amb [|€]] = 1,
()] = p,

on hem designat &' el vector transposat de .

Teorema 7.1 Suposem (hy), (ha). Siguin I C (0,T) i J C (0,1) dos conjunts com-
pactes amb mesura de Lebesgue positiva i M, 1 > 0. Aleshores existeix una constant
c > 0, gue depén de M, 1, J i tal que per a tot conjunt compacte A C [—M, M1,

¢ Capy_g. (A) SPLu(l x J)NA# D} < Hyop(A).  (758)

Sib; = 0, ; = 0, sobtenen com a fites inferiors i superiors Cap d76(A) iHg6(A),
respectivament (vegeu la proposicié 6.1 per al cas D = R x R). Aixo indica que les
dimensions de la capacitat i de la mesura de Hausdorft en (7.58) no sén les dptimes.
Es la pérdua que hom observa en passar del cas gaussia al cas general. Fins ara no s’ha
publicat una versié optima del teorema 7.1.

Utilitzant un procés analeg al de la demostracié del teorema 7.1, es poden obtenir
fites superiors i inferiors per a les probabilitats de sojorn de seccions del procés u, ja
sigui per at o per a x. Concretament, es té:

c1Cap, ,(A) <P{u({t} x J)NA# 0} < coHao—y(A),
671Capd74+n(A) <P{u(I x{z})NA#0} < Hgsn(A). (7.59)
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De (7.58) es dedueix que per a d < 5, els punts no sén polars per a u, pero si que
hosénsid > 7. Perad = 6, no se sap si els punts sén 0 no sén polars. Recordem
que, en el cas gaussia s’ha demostrat que, per a aquest valor critic de la dimensid, els
punts son polars. Per a les seccions del procés u, {u(t, z),z € [0,1]}, ¢ € [0, 7] fix, i
{u(t,z),t € [0,T],z € [0,1] fix, es poden inferir resultats similars a partir de (7.59).

Altres conseqiiencies interessants de les estimacions (7.58), (7.59) sén relatives a la
dimensié de Hausdorff dim 7 (vegeu la definicié 8.3) del rang de w i de les seves seccions.
En efecte, quasi segurament,

+ sid > 6,dimy(u((0,7) x (0,1))) = 65
+ sid > 2, dimy (u({t} x (0,1))) = 2;
* sid > 4,dimy (u((0,T) x ({z}))) = 4.

Finalment, volem esmentar la possibilitat d'obtenir fites similars a (7.58), (7.59) per a
probabilitats de sojorn de corbes de nivell associades al procés u, concretament, per a

P{L(z;u)NE # 0},

on

L(zu)={(t,x) € I x J:u(t,r) =2}, z € R%

El teorema 7.11 els resultats esmentats que se’n deriven es troben demostrats a [4].

7.3.2  Sistemes d'equacions estocastiques d’'ones

En aquest apartat considerem el sistema d’equacions estocastiques d’'ones

(02 — A)ui(t, x) = bi(u(t,z)) + os;(ult, z))Fi(t, x), (:60)
u(0,z) = du(0,z) = 0, 7o
(t,x) € (0,T] x R¥; 1 < i < d. En aquesta equacié, k¥ € {1,2,3}i F =
(F',..., F%) & un vector de sorolls amb components independents i amb funcié
de covariancia donada per (6.43). Sobre les funcions b;, o; ;R — R suposem les
condicions (h1), (ha) de I'apartat anterior.
Per a un sistema d’equacions com (7.60) governades per un soroll que generalit-
za el que hem descrit fa un moment, les probabilitats de sojorn del camp aleatori d-
dimensional que és solucié de (7.60) han estat estudiades en [6]. Transcrivim el resul-
tat fonamental.
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Teoremay.2 Sigui k € {1,2,3}. Suposem que es compleixen (hy), (ha). Sigui
[a,b] C [0,T) amba > 0, i K un subconjunt compacte de R*. Fixem N > 0 i
0 > 0. Aleshores, existeixen constants positives ¢; = ¢;(I, K, N, 3,k,d,0), i = 1,2,
tals que:

1. per a tot borelia A C [—N, N9,

P{u(I x K)NA#0} > chapd(H%)Mi%(A); (7.61)

2. per a rot borelia A C R,

Blu(I x K)NA#0} < cxMy 5 e (A). (7.62)

Si comparem els resultats d’aquest teorema amb els de la proposicié 6.4, constatem
dues diferéncies. Primerament, la dimensié de la mesura de Hausdorff en les fites su-
periors difereix en un nombre 0, que pot ser arbitrariament petit, igual que passa amb
les equacions de la calor. En segon llog, la diferéncia entre els valors de la dimensié de
la capacitat en les fites inferiors és % +9, que no es pot fer arbitrariament petit. Com
a consequiencia d’aquesta discrepancia, els resultats sobre polaritat que es deriven del
teorema 7.2 sén menys concloents. Aixi, per exemple,

* Sid > 2(2@31), el punts de R? sén polars per a w.

* Sid (1 + %) < Q(ijﬁl) , els punts de R no sén polars per a w.
Sense entrar a fons en detalls tecnics de les demostracions es fa dificil explicar I'acusada
discrepancia entre les dimensions de la capacitat i de la mesura de Hausdorft que hem
fet palesa. Segons que hem explicat en la secci6 7.2, la dimensié de la capacitat en la
fita inferior prové de les estimacions del valor propi més petit de la matriu de Malliavin
inversa. Els resultats obtinguts indiquen que no hem assolit un valor optim o gairebé
optim.
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8. APENDIX: DEFINICIONS I RESULTATS BASICS

En aquesta seccié fem un recull de definicions i resultats que han estat utilitzats al llarg
de la memoria.

Comencem per dues nocions de la teoria geometrica de la mesura: la capacitat new-
toniana i la mesura de Hausdorff. Ambdues tenen la funcié d’assignar una mesura a
conjunts més generals que els que habitualment podem imaginar (com rectangles, es-
feres, etc.).

El concepte de capacitat esta vinculat a I'eleccié d’un nucli a partir del qual es defi-
neix la noci6 d’energia. Per a la capacitat newtoniana es pren com a referéncia el nucli
de Bessel-Riesz, que es defineix aixi. Pera 3,7 € R:

=P, 68>0,
Kp(r) = qlog, (%), B=0,
1, 6 < 0.

En segon lloc, es defineix la nocié d’energia. Per a aixo fixem un conjunt £ € B(R?) i
designem P (E) el conjunt de probabilitats que tenen suporten E. Aleshores, energia
de i en E relativaa K g és

Is(u) = / / Kol — yl)p(de)u(dy).

Cal observer que Ig(pt) € [0, 00].
Finalment, podem introduir la nocié de capacitat.

Definicié 8.1 La capacitat de Bessel-Riesz del conjunt E € B(R?) es defineix mitjan-
¢ant la formula
-1
Capy(E) = [ inf IB(M)] :

HEP(E)

Clarament, Cap4(E) € [0,00] i, pera 8 < 0, Cap,y(E) = 1. Sien el conjunt
P(E) hi ha alguna probabilitat ;t amb energia finita, és a dir, 3(41) < 00, aleshores,
Cap,4(E) > 0. Si, en canvi, no n’hi ha cap, aleshores Cap 4 (E) = 0.

En el cas particular E = {2}, 2 € R% ipera 8 > 0, és clar que I5(u) = oo,
per tant, Cap (E) = 0. Aquesta propietat ha estat utilitzada al llarg de la memoria en
l'estudi de la polaritat de singletons.
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La capacitat expressa una idea de mesura. Ara bé, contrariament a la nocié de me-
sura de la teoria de la mesura, la capacitat no té la propietat d’additivitat.

A continuacié introduim el concepte de mesura de Hausdorff. Fixem e > 0, 8 €
(0,00, E € B(RY) i un recobriment de E amb boles de radis inferiors a ¢, & C
1B, (x;). Considerem el nombre definit per

HG(E) := inf {Z(Qri)ﬁ :EC UfilB,li(xi),sg{) ri < e} ,
i=1 =

on I'infim es pren respecte a tots els possibles recobriments del conjunt F, amb les
propietats que hem especificat abans. Com que I'aplicacié € +— HG(E) és monotona
decreixent, existeix el limit

lim H5(E) = sup H5(E).

e—0 >0

Definicié 8.2 Pera 3 € [0,00[ i E € B(R?), la mesura de Hausdorff del conjunt E
de dimensid [ és

Hp(E) = lim HG(E)

e—0

=1 inf QlﬂE UOSBT- i), 7,< .
Jlim in {;( Ti) C U2, B, (x;) 51121?7’ _E}
Pera 5 €] — 00,0}, es defineix

Laplicacié E € B(R?) — Hg(E) és una mesura de Borel que té bones propietats.

Si B = 0, aleshores Hp és la mesura comptadora. Si B és un enter estrictament
positiu, H 3 coincideix amb la mesura de Lebesgue (vegeu [17][Lemma .11, p. 513]).
En general, peratot E € B(RY, 3 >0,

0 < Leb(E) < Hs(E),

on Leb denota la mesura de Lebesgue en R? ([17][Lemma .12, p. 514]). Aix0 explica
que existeixin conjunts que tenen mesura de Lebesgue nulla i, en canvi, mesura de
Hausdorft diferent de zero.
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Un exemple rellevant que presenta aquesta peculiaritat és el conjunt de Cantor. El
lector pot trobar la construccié d’aquest conjunt en [22][4.10, p. 60]. El conjunt de
Cantor (en R) té mesura de Lebesgue zero, pero, en canvi, la seva mesura de Hausdorft
és diferent de zero. En efecte, en el cas particular del conjunt de Cantor terciari, C (%),

1 1
i=m(e(3)) =
(vegeu [22][p. 61]).

La funcié f € R +— Hg(E) és monodtona decreixent. Endemés, pera 0 < 4

< 62)

_ log2
pera 3 = log 3’

Z(Qri)ﬁ2 < sup [(27’1-)’327@} Z(Zn)ﬂl.
i=1 i=1
Per tant,
H61<E) <00 — 7‘[52(E) = 0.
Equivalentment,

Hp,(E) > 0= Hpg, (E£) = oo.
En conseqiiéncia,
sup{ > 0: Hp(E) = oo} =inf{ > 0: Hz(E) = 0}.
Aquesta propietat ens porta a la nocié de dimensid de Hausdorff.
Definicié 8.3 Per a un conjunt E € B(R?), la dimensié de Hausdorff és

dimy(E) = sup{ > 0: Hg(E) = oo} = inf{ > 0: Hz(E) =0}. (8.63)

Per exemple, la dimensié de Hausdorft del conjunt de Cantor terciari és %. Aquest
resultat es troba demostrat en [17][p. s15] i, en una versié més general, en [22][p. 61-
62].

Els conceptes de capacitat i de mesura de Hausdorff estan relacionats, com es de-

dueix del resultat segiient.

Teorema 8.4 (teorema de Frostman) Sigui E € B(R?) un conjunt compacte. Fixem
B1 > Bo > 0. Aleshores, se satisfan les implicacions segiients:

Capy (E) > 0= Hg,(E) > 0= Cap, (E) > 0. (8.64)
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Una conseqiiencia d’aquest teorema és Iexpressié de la mesura de Hausdorff en termes
de la capacitar:

dimp (E) = sup{ > 0: Capy4(E) > 0} = inf{ > 0: Capy(E) = 0}.
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Les equacions en derivades parcials estocastiques (EDPE) sén una area de les matema-
tiques amb una activitat de recerca molt intensa. En el marc d’aquesta teoria es poden
formular reptes teorics atractius i dificils, a causa de la complexitat dels seus objectes
d’estudi basics: processos estocastics que, en general, tenen trajectories irregulars. Les
EDPE juguen un paper important en la modelitzacié de fenomens evolutius en un
ampli ventall de camps cientifics, com la fisica, la biologia, I'economia, la meteorolo-
gia i les neurociencies. La conjuncié dels dos aspectes, problemes teorics i aplicacions,
contribueix a la vitalitat i impacte de I'area.

Aquesta memoria és una contribucié ala reoria del potencial per EDPE. Hiestudi-
em un problema que té les seves arrels en la teoria probabilista del potencial, desenvo-
lupada inicialment per al moviment brownia i els processos de Markov. L'objectiu final
és donar resultats quantitatius sobre les probabilitats que les trajectories de solucions
d’EDPE visitin conjunts deterministes A, expressats en funcié de la mesura i forma
de A.

Comencem la memoria fent una descripcié del problema en termes generics i, tot
seguit, exposem els resultats classics sobre el moviment brownia i algunes generalitza-
cions. A continuacié abordem els objectius que hem indicat en el paragraf anterior.
Primerament s’analitza el cas especific dels processos gaussians i, després de fer una in-
troduccié a les EDPE, apliquem els resultats a exemples d’equacions lineals, per a les
quals les solucions defineixen processos d’aquella classe. Lestudi de les probabilitats de
sojorn per EDPE no lineals requereix establir préviament resultats sobre les lleis uni-
variants i bivariants dels camps aleatoris que en sén solucions. Una eina adequada per
a obtenir-los és el calcul de Malliavin, del qual fem una breu introduccié. Utilitzant,
entre d’altres, tecniques d’aquesta teoria, presentem una extensié dels criteris relatius a
processos gaussians que s’han exposat abans a processos més generals i els apliquem per
adeduir resultats sobre les probabilitats de sojorn relatives a les equacions estocastiques
de la calor i d’ones no lineals.
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RESUMEN

Las ecuaciones en derivadas parciales estocdsticas (EDPE) son una drea de las matemdti-
cas con una actividad investigadora muy intensa. En el marco de esta teoria se formulan
retos tedricos atractivos y dificiles, debido a la complejidad de sus objetos de estudio
bdsicos: procesos estocdsticos que, en general, tienen trayectorias irregulares.

Estas ecuaciones juegan un papel importante en la modelizacién de fenémenos
evolutivos en un dmplio abanico de campos cientificos, como la tisica, la biologia, la
economia, la meteorologia y las neurociencias. La conjuncién de los dos aspectos, pro-
blemas tedricos y aplicaciones, explica la vitalidad e impacto del 4rea.

Esta memoria es una contribucién a la reoria del potencial para EDPE. En ella
estudiamos un problema que tiene sus raices en la teorfa probabilista del potencial,
desarrollada inicialmente para el movimiento browniano y los procesos de Markov. El
objetivo final es dar resultados cuantitativos sobre las probabilidades de que las trayec-
torias de soluciones de EDPE visiten conjuntos deterministas A, expresados en funcién
de la medida y forma de A.

Empezamos la memoria haciendo una descripcién del problema en términos ge-
néricos, para exponer seguidamente los resultados clsicos sobre el movimiento brow-
niano y algunas generalizaciones. A continuacién abordamos los objetivos que hemos
descrito en el pérrafo anterior. En primer lugar, se analiza el caso especifico delos proce-
s0s gaussianos y, tras una introduccién a las EDPE, se aplican los resultados a ejemplos
de ecuaciones lineales, para las cuales las soluciones definen procesos de aquella clase.
El estudio de las probabilidades de visita para EDPE no lineales requiere establecer pre-
viamente resultados sobre las leyes univariantes y bivariantes de los campos aleatorios
solucién. Le herramienta idénea para obtenerlos es el cdlculo de Malliavin, que intro-
ducimos brevemente. Mediante técnicas de esta teoria, entre otras, presentamos una
extensién de los criterios para procesos gaussianos expuestos anteriormente a procesos
mds generales y, como aplicacién, deducimos resultados sobre las probabilidades de
visita relativas a las ecuaciones estocisticas del calor y de ondas no lineales.
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SUMMARY

Stochastic partial differential equations (SPDEs) is a mathematical field with intensive
research activity. Many difficult and appealing theoretical challenges can be formula-
ted within the theory. These is because the very basic objects are stochastic processes
whose sample paths are, in general, irregular and therefore complex. SPDEs play an
important role in the modelling of evolution phenomena in a broad range of scientific
fields, like physics, biology, economy, meteorology and neurosciences. The combina-
tion of both aspects, theoretical problems and applications, may be the reason for the
vitality and impact of the field.

This memoir is a contribution to potential theory for SPDEs. We focus on a pro-
blem whose roots are in the probabilistic potential theory first developed in the context
of Brownian motion and Markov processes. The goal is to give quantitative results on
the probabilities that the sample path solutions to SPDEs hit a given deterministic set
A, in terms of the size and shape of this set. These are contributions on potential theory
for SPDEs.

We start by giving a description of the problem in a general framework, and con-
tinue by setting out the classical results on the Brownian motion and some generalisa-
tions. Then, we approach the objectives described above. First, we analyse the specific
case of Gaussian processes. After a brief introduction to SPDEs, the results are appli-
ed to linear equations for which the solutions define processes in that class. The study
of the hitting probabilities for nonlinear SPDEs requires first to lay down results on
the univariate and bivariate laws of the random field solutions. This is achieved using
Malliavin calculus, a theory that, at this point, is briefly introduced. Then, using the
techniques of this calculus and also other ideas, we give an extension of the criteria
for Gaussian processes to more general processes. As an application, results on hitting
probabilities for the nonlinear stochastic heat and wave equations are obtained.
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DISCURS DE RESPOSTA
PER L’ACADEMIC NUMERARI
Dr. VICENC NAVARRO AZNAR

Excel'lentissim Senyor President,
Excel'lentissimes Senyores Academiques,
Excel-lentissims Senyors Academics,
Senyores i senyors:

Des de fa uns quants anys aquesta centenaria Academia m’ha atorgat el privilegi de
poder participar en les seves activitats com a membre numerari. Avui el privilegi és
més gran encara, i €s tot un honor, ja que em dona la possibilitat de llegir el discurs
de resposta en l'ingrés a ’Academia d’un dels nostres més notables i reconeguts
matematics: la doctora Marta Sanz i Solé. Vull agrair sincerament a la Junta Directiva
de ’Académia i als meus companys de la Seccié 1a, Matematiques i Astronomia, que
m’hagin confiat aquesta responsabilitat.

Per cobrir la vacant de la Secci6 1a, els membres de la Seccié vam proposar per
unanimitat la doctora Marta Sanz i Solé, considerant els seus excepcionals merits que
li han valgut un important reconeixement internacional, sobretot en el camp de la
seva especialitat, que és la teoria de la probabilitat.

Un molt breu resum del seu curriculum ja ens permetra copsar la important
personalitat matematica de la doctora Marta Sanz. Nascuda a Sabadell el 1952, és
llicenciada en matematiques per la Universitat de Barcelona (UB) el 1974, i doctora
en matematiques per la mateixa universitat, el 1978. Es catedratica de probabilitats
i estadistica, des del 1986, al Departament de Matematiques i Informatica de la UB.

En l'aspecte docent, la doctora Marta Sanz ha impartit cursos de probabilitats,
estadistica, teoria de la mesura, séries temporals, processos estocastics o equacions
diferencials estocastiques, de grau o de master, a la UB, i també a la Universitat Po-
litecnica de Catalunya, la Universitat Autbnoma de Barcelona, la Universitat Pompeu
Fabra i 'Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne.

Es autora de dos llibres de text sobre la teoria de la probabilitat: Llicons de calcul
de probabilitats (1994) i Probabilitats (1999).

La doctora Sanz ha estat sempre interessada en la vida de les institucions ma-
tematiques i universitaries de les quals ha format part, i s’hi ha implicat assumint
diferents tasques. Aixi, fou degana de la Facultat de Matematiques de la UB (1993-
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1996), vicepresidenta de la Divisi6é de Ciéncies Experimentals i Matematiques de la
UB (2000-2003) i, fins fa poc, era presidenta de I'European Mathematical Society
(2011-2014). Actualment és la directora de la Barcelona Graduate School of Mathe-
matics (BGSMath).

Ha realitzat una destacada recerca en el camp de les probabilitats, i més particular-
ment en l'analisi sobre els espais de Wiener, les equacions diferencials i en derivades
parcials estocastiques, el calcul de Malliavin i les seves diferents aplicacions. Fins al
2017, ha estat la directora del grup de processos estocastics de la UB, i ha participat
en nombrosos projectes d’'R+D+I en aquest camp. Ha dirigit deu tesis doctorals sobre
temes de la seva recerca.

Es autora d’'un centenar d’articles en revistes de reconegut prestigi, moltes d’elles
de les més importants de la seva especialitat, com Annals of Probability o Proba-
bility Theory and Related Fields. Actualment, forma part dels consells editorials de
diverses d’aquestes mateixes revistes. Sobre temes de la seva recerca ha publicat la
monografia Malliavin Calculus. With applications to stochastic partial differential
equations (2005).

Ha pronunciat nombroses conferéncies convidades en congressos internacionals,
i ha realitzat llargues estades de recerca com a professora convidada a I'lsaac Newton
Institute de Cambridge, Regne Unit; al Mitagg-Leffler Institute de Djursholm, Suécia;
a 'MSRI de Berkeley, EUA, i en altres prestigiosos centres de recerca.

Forma part del comite d’administracio de I'Institute Henri Poincaré, de la Fondati-
on Sciences Mathématiques de Paris, del comite de recerca i ensenyament de I'Ecole
Polytechnique, i del comite cientific del Centre des Rencontres Mathématiques, Lu-
miny, Franca. I ha estat membre del comite cientific del Banach Center (2010-2014)
i del Fellows Committee de I'Institute of Mathematical Statistics (2012-2014).

Ha estat reconeguda amb la Medalla Narcis Montoriol al merit cientific i tecnologic
de la Generalitat de Catalunya (1998), va ser elegida fellow de I'Institut of Mathema-
tical Statistics (2011), ha rebut la medalla de la Real Sociedad Matematica Espanola
(2017) i és membre de I'Institut d’Estudis Catalans (2016).

Pel seu prestigi internacional ha estat nomenada membre de diferents jurats de
premis nacionals i internacionals, com ara el Premi Ciutat de Barcelona de Ciéncia i
Tecnologia (2016 1 2017), i el Premio Princesa de Asturias de Investigacion Cientifica
y Técnica (2012-2017). Finalment, cal destacar que, els anys 2016 i 2017, la doctora
Sanz ha estat nomenada per ’Académia Noruega de Ciéncies i Lletres membre del
jurat del Premi Abel, la més preuada distincié que es concedeix dins del camp de
les matematiques.

El camp d’especialitzacio de la doctora Sanz, com ella ens ha dit en el seu mag-
nific discurs, «€s la teoria de la probabilitat, 'area de les matematiques que es dedica
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a l'estudi dels fenomens aleatoris». Segons el DIEC, aleatori és el «que depén dun
esdeveniment incert, d’'una contingéncia o de l'atzar. I la importancia de l'atzar ha
estat ben present a les diferents civilitzacions des de I'antiguitat. En la mitologia de
la Grecia classica existia una nimfa, Tique, que personificava la sort, el desti i I'atzar.
Tique podia decidir la sort d’'un home, d’'una manera completament arbitraria, i se
la representava jugant amb una pilota que exemplificava I'aleatorietat de les seves
decisions. La mitologia romana transforma la nimfa Tique en la deessa Fortuna, i la
pilota en una roda. La teoria de la probabilitat ha transformat la nimfa Tique en una
teoria cientifica part de les matematiques; i la pilota, en una integral.

Tot i ser una de les disciplines matematiques més joves, la teoria de la probabilitat
ha tingut un desenvolupament coherent i profund al segle xx, que ha culminat amb
un calcul estocastic altament avancat, en el qual els conceptes de procés estocastic,
moviment brownia, cadena de Markov, integral estocastica, derivada de Malliavin
o equacions diferencials estocastiques tenen un lloc rellevant. Es en aquest calcul
estocastic altament avancat que la doctora Sanz ha situat el seu discurs.

Actualment, la teoria de la probabilitat és un pilar de les matematiques, amb im-
portants relacions amb altres arees com l'analisi, el calcul numeric, la geometria o
la teoria de nombres.

Les probabilitats també tenen, naturalment, importants aplicacions fora de les ma-
tematiques: en fisica estadistica, en mecanica quantica, en quimica, en biologia, en
medicina, en meteorologia, en economia, en sociologia, en teoria de la informacio,
en ciencies de la computacio, etc. Per exemple, en fisica estadistica el seu postulat
fonamental, conegut com a «postulat de la igualtat de probabilitats a priori, és: Si
un sistema aillat es troba en equilibri, hi ha la mateixa probabilitat de trobar-lo en
qualsevol dels seus microestats accessibles. Mentre que, en mecanica quantica, un
dels principis basics per a la seva interpretacio és la regla de Born: La densitat de
probabilitat de trobar una particula en un punt donat és proporcional al quadrat
del modul de la funcio d’ones de la particula en aquell punt.

En aquest sentit, Norbert Wiener considerava com la primera gran revolucié de
la fisica del segle xx la introduccio de la teoria de la probabilitat a la fisica:

Many men have had intuitions well ahead of their time; and this is not least true in mathematical

physics. Gibbs’ introduction of probability into physics occurred well before there was an adequa-

te theory of the sort of probability he needed. But for all these gaps it is, I am convinced, Gibbs

rather than Einstein or Heisenberg or Planck to whom we must attribute the first great revolution
of twentieth century physics. (N. Wiener, The human use of human beings, Boston, 1950, p. 10)

Tornant a les matematiques, la teoria de la probabilitat ofereix un punt de vis-
ta interessant i enriquidor en situacions de les matematiques que a priori podrien
semblar allunyades de les probabilitats, i que han estat presents en el discurs de la
doctora Sanz. En la seva exposicio, la doctora Sanz ha posat en relleu la importancia
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de les trajectories d’'un procés estocastic, i ha assenyalat que sovint sén continues,
pero erratiques, irregulars, sense tangent.

Es significatiu que fins I'any 1872 es pensés que totes les funcions continues eren
diferenciables gairebé en tots els punts. Aquell any, Karl Weierstrass va donar un
exemple, que es faria célebre, d'una funcié continua no diferenciable en cap punt.
I, uns anys més tard, el 1904, Helge von Koch va donar un altre exemple d'una cor-
ba plana continua i que no és diferenciable en cap punt, amb una construccié molt
visual i que, avui dia, és considerada un dels primers exemples de conjunt fractal.
Aquests exemples es van considerar una curiositat en aquella época, una mena de
monstres matematics, en paraules de Henri Poincaré:

La logique parfois engendre des monstres. Depuis un demi-siecle on a vu surgir une foule de
fonctions bizarres qui semblent s’efforcer de ressembler aussi peu que possible aux honnétes
fonctions qui servent a quelque chose. Plus de continuité, ou bien de la continuité, mais pas de
dérivées, etc. Bien plus, au point de vue logique, ce sont ces fonctions étranges qui sont les plus
générales, celles qu’on rencontre sans les avoir cherchées n’apparaissent plus que comme un cas
particulier. Il ne leur reste qu’un tout petit coin.

Autrefois, quand on inventait une fonction nouvelle, ¢’était en vue de quelque but pratique; au-
jourd’hui, on les invente tout expres pour mettre en défaut les raisonnements de nos peres, et on
n’en tirera jamais que cela. (H. Poincaré, Science et méthode, Paris, 1908, p. 132-133)

Pero l'estudi del moviment brownia, inicialment de manera teorica per Einstein
i posteriorment de forma experimental per Jean Perrin validant la teoria d’Einstein,
si que va posar en fallida aquestes paraules de Poincaré. Pocs anys després de Poin-
caré, Perrin escrivia:

La vitesse moyenne apparente d'un grain pendant un temps donné varie follement en grandeur

et en direction sans tendre vers un limite quand le temps de 'observation décroit, comme on le

voit de facon simple [...]. On ne peut non plus fixer une tangente, méme de facon approchée, a

aucun point de la trajectoire, et c’est un cas ou il est vraiment naturel de penser a ces foncions

continues sans dérivées que les mathématiciens ont imaginées, et que 'on regarderait a tort comme

de simples curiosités mathématiques, puisque la nature les suggere aussi bien que les fonctions a

dérivée. (J. Perrin, Les atomes, Paris, 1913, p. 157-158)

La confirmacié matematica del moviment brownia la va donar Wiener el 1923.
Ell va aportar una definicié matematicament rigorosa i consistent d’aquest proceés,
demostrant-ne l'existéncia i, juntament amb Paley i Zygmund, van provar, el 1933,
que les trajectories no son diferenciables en cap punt, quasi segurament. Avui dia, el
moviment brownia ocupa un lloc important en la historia de la ciéncia, tant des de
la vessant fisica, per confirmar la teoria estadisticomolecular de Maxwell, Boltzmann
i Gibbs, com des de la vessant matematica, per fer completament respectables les
funcions continues no derivables i iniciar el calcul estocastic.

En el seu magistral discurs, la doctora Sanz en ha endinsat en temes de recerca
molt actuals en el calcul estocastic, en els quals ella ha estat especialment activa, so-
bretot en les equacions en derivades parcials estocastiques i el calcul de Malliavin. Si
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es parla d’equacions en derivades parcials i calcul estocastic, una equacio que destaca
¢és 'equaci6 en derivades parcials de Black-Scholes (1973), usada en la modelitzacié
matematica dels mercats financers per determinar el preu de les opcions de compra i
de venda sobre accions. L’equacié de Black-Scholes requereix el calcul estocastic, ja
que parteix de la hipotesi que el preu de I'accié subjacent és un moviment brownia
geometric. A partir d’aquesta premissa, 'equacié de Black-Scholes s’obté —usant
el lema d'Tt6 del calcul estocastic— de I'equacié diferencial estocastica (EDE), que,
en consequencia, satisfa el preu de l'accié. Notem que aquesta dltima equacié és
matematicament més senzilla que les que la doctora Sanz ens ha presentat en el seu
discurs, ates que és una EDE lineal. En la nostra institucio, els académics doctors
Nualart i Bruna han exposat amb detall els fonaments de I'equacioé de Black-Scholes
i les seves aplicacions.

En relaci6 amb el calcul de Malliavin, voldria destacar les seves aplicacions a
la geometria diferencial, com les obtingudes per Jean-Michel Bismut. En efecte, el
1984, Bismut prova el teorema de I'index d’Atiyah-Singer mitjancant metodes pro-
babilistics. I dos anys més tard va provar amb els mateixos metodes el teorema de
I'index per families d’operadors de Dirac. La idea general és utilitzar una construccio
probabilistica del nucli de I'equaci6é de calor, com en la formula de Feynman-Kac,
que li permet la derivaci6 directa de les férmules d’index, sense utilitzar la teoria
d’invariants. Després, utilitza el calcul de Malliavin sobre I'algebra exterior, per glo-
balitzar els resultats locals.

El discurs de la doctora Sanz conté elements molt profunds d’analisi, pero també
de geometria, ja que en la seva investigacié s’estudia la complexitat geometrica de
les trajectories dels processos estocastics.

La relaci6 de la teoria de la probabilitat amb la geometria ja queda palesa el 1733
amb el problema de I'agulla de Buffon, del qual ens ha parlat la doctora Sanz com
un dels problemes que la van captivar: suposem que una agulla de longitud 1 és
llancada a l'atzar en un pla en el qual hi ha dibuixades unes rectes paral-leles sepa-
rades una distancia 1. Quina probabilitat hi ha que I'agulla creui una linia? Buffon
dona la resposta: 2/@.

Sobre aquest tipus de problema, el mateix Buffon escrivia:

L’Analyse est le seul instrument dont on se soit servi jusqu’a ce jour dans la science des proba-
bilités, pour déterminer & fixer les rapports du hasard; la Géométrie parois-soit peu propre a
un ouvrage aussi délié; cependant si 'on y regarde de pres, il sera facile de reconnaitre que cet
avantage de I’Analyse sur la Géométrie, est tout-a-fait accidentel, & que le hasard, selon qu'il est
modifié & conditionné, se trouve du ressort de la géométrie aussi-bien que de celui de I'analyse.
(M. le Comte de Buffon, Histoire Naturelle, générale et particuliere. Servant de suite a I’Histoire
Naturelle de I’'Homme, Supplément, Tome Quatrieme, Paris, 1777, p. 95)

La confluencia de la teoria de la probabilitat amb la geometria conegué al segle
Xix un creixement substancial amb els treballs de Sylvester, Crofton, Barbier i Ber-

387



— 68 —

trand, i esdevingué una teoria consolidada: la teoria de la probabilitat geometrica.
Més modernament, la influéncia de la teoria de la mesura ha donat una nova pers-
pectiva a aquests problemes i ha mostrat que sovint es redueixen a determinar una
mesura invariant sobre un espai homogeni respecte d'un grup de Lie, i a calcular
unes integrals de formes diferencials. Aquesta nova perspectiva ha comportat, també,
una nova denominacio, i actualment s’anomena geometria integral aquesta branca de
les matematiques. Voldria destacar que la consolidacio de la geometria integral deu
molt al matematic gironi Lluis Santal6 i Sors (1911-2001; creu de Sant Jordi 1994), que
ha estat considerat la maxima autoritat en 'ambit internacional d’aquesta disciplina.

Pero el tema del qual ens ha parlat la doctora Sanz no és un tema de geometria
integral; per la seva problematica és un tema més proper a la teoria de la interseccio
de la geometria algebraica.

Des de ben antic sabem que dues rectes del pla que no son paral-leles es tallen,
o sigui que les trajectories de dos moviments uniformes plans es tallen amb proba-
bilitat 1. Perd i si, en comptes de considerar moviments uniformes, consideréssim
moviments brownians? Si tenim dos grans de pol-len en suspensié en un liquid, hi
ha un punt pel qual passaran tots dos grans? O quina probabilitat hi haura que pas-
sin tots dos per un punt?

El problema de les probabilitats de sojorn, que ha exposat la doctora Sanz, és
una versié molt general d’aquest tipus de problema per les trajectories de sistemes
d’equacions en derivades parcials estocastiques: fixada una regié A de I'espai de les
trajectories, com es pot quantificar la probabilitat que les trajectories sojornin a A?

Per tal de quantificar aquesta probabilitat, la doctora Sanz ens ha parlat de con-
ceptes geometrics molt subtils, com la dimensié de Hausdorff d’'un espai metric.
Aquesta dimensi6 coincideix amb la dimensié topologica, que és la més intuitiva,
sobre les varietats; pero, a diferéencia de la dimensio topologica, la dimensio de
Hausdorff pot prendre valors no necessariament enters per a certs espais especials,
com és el cas de les trajectories del moviment brownia. En particular, la dimensio de
Hausdorff del graf de les trajectories d’'un moviment brownia d'una variable és 3/2.

No deu ser gens senzill per a un gra de pollen dins d’'un liquid seguir una tra-
jectoria browniana que no té mai una velocitat instantania, t€é un graf de dimensio
de Hausdorff 3/2, i que no sap si té probabilitats o no de trobar-se amb un altre gra
de pol-len amic seu!

Potser la dificultat psicoldogica d’entendre com es mouen aquests grans de pol-
len ha estat una de les causes per les quals la teoria de la probabilitat no fos plena-
ment reconeguda com una part de les matematiques fins als anys quaranta del segle
passat. Per exemple, el 1889, J. Bertrand escrivia: <Comment oser parler des lois du
hasard? Le hasard n’est-il pas l'antithése de toute loi?». Pocs anys més tard, el 1896,
H. Poincaré es manifestava en el mateix sentit: <On ne doit pas s’attendre quelque
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résultat satisfaisant. Le calcul des probabilités offre une contradiction dans les termes
mémes qui servent a le designer et, si je ne craignais de rappeler ici un mot trop
souvent répété, je dirais qu’il nous enseigne surtout une chose: c’est de savoir que
nous ne savons rien». Encara el 1922, Hardy i Littlewood deien: Probability is not a
notion of pure mathematics, but of philosophy or physics».

Aqui, en el nostre entorn més proper, la situacié era semblant, perdo amb retard.
L’Eduard Bonet, en el seu llibre sobre Gabriel Ferrater, descriu com es valorava la
teoria de la probabilitat als anys setanta:

Recordo que un catedratic de geometria de la Universidad Complutense em va dir que la seva

disciplina es basava en la intuici6é pura del pensament i que I'estadistica no tenia aquesta qualitat.

[...]. Malgrat que la teoria de la probabilitat és tan rigorosa i important com qualsevol altra espe-

cialitat matematica, va costar molt que fos reconeguda. Actualment, els catedratics David Nualart i

Marta Sanz 'han situada en un nivell molt alt. (E. Bonet, Gabriel Ferrater i Robert Musil: entre les

ciencies i les lletres, Barcelona, 2009, p. 480)

Sortosament, ’Académia ha mostrat una especial sensibilitat envers la teoria de la
probabilitat i ha tingut historicament membres il-lustres que eren experts en aquest
camp. Com el doctor Josep. M. Orts i Aracil (académic numerari entre els anys 1944
i 1968), el doctor Francesc Sales i Valles (académic numerari entre els anys 1976 i
2005) i el doctor David Nualart i Rodon (academic numerari entre els anys 2003
i 2005), tots ells membres de la Seccio 1a.

Fou el doctor Orts qui introdui la teoria de la probabilitat a la Universitat de Bar-
celona i a la nostra Acadeémia. Tant ell com el doctor Sales eren probabilistes classics,
amb les tematiques i metodes del treballs de Laplace, Bertrand i Poincaré. I, com ha
posat de manifest la doctora Sanz en la seva memoria, no va ser fins l'arribada de
I'Eduard Bonet, procedent de Paris, que es va fer el salt a la teoria de la probabilitat
contemporania, en que s'adopta la formulacié de Kolmogorov i s’inicia 'estudi del
calcul estocastic d’Ito.

Pot ser significatiu assenyalar també que el doctor Orts va ser el director de tesi
del doctor Sales, aquest ho va ser del doctor Nualart, i el doctor Nualart va ser el
director de tesi de la doctora Marta Sanz. Veiem, doncs, que la doctora Sanz té uns
precedents cientifics ben arrelats a la nostra Académia.

Després de recordar aquests academics, permeteu-me que clogui amb un conegut
aforisme d’Ttalo Calvino (Le citta invisibili, Tori, 1972, p. 38):

Marco Polo descrive un ponte, pietra per pietra.
— Ma qual ¢ la pietra che sostiene il ponte? — chiede Kublai Kan.

— Il ponte non ¢ sostenuto da questa o quella pietra,
co che esse formano.

risponde Marco, — ma dalla linea dell’ar-
Kublai Kan rimane silenzioso, riflettendo. Poi soggiunge: — Perché mi parli delle pietre?

E solo dell’arco che m’importa.
Polo risponde: — Senza pietre non c¢’e arco.
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No tinc cap dubte que, amb I'ingrés de la doctora Marta Sanz i Solé, el pont que
constitueix ’Académia entre les Ciéncies i les Arts es reforca amb una bona pedra.

Sigues benvinguda, Marta, a aquesta casa.
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